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بسم الله الرحمن الرحيم 


يسرنا أن نقدم هذا الدليل لمعلمى مادة الرياضيات للصف الثالث الثانوى (علمى) آملين الاستعانة منه فى 
اعداد وتحضير الدرس وتنفيذها كاحد المصادر التى تساعد تحقيق النتائج المرجوه. 

ونحن نقدم لك هذا الدليل ليكون مرشدًا فى تخطيط وتنفيذ الدروس بما يتلائم مع مستويات الطلبة والطالبات 
ويساعد على تنمية مهارات التفكير العلمى وفى محاولة لان يمتزج التعليم بالمتعه والتشوق وذلك بالاعتماد على 
اساليب التعلم الحديثة. 

ونحن اذا نضع هذا الدليل بين يديك أيها المعلم الفاضلء فإننا نقدم أمثلة لا يجب الوقوف عليها فقطء بل نعدها 
منطلقا 9 9 9ھ پ9 وایراز قدراتك الایداعية. 
فلسمَة مناهج الرياضيات للمرحلة الثانویه «القسم العلمی»: 

من المهم تحديد الفلسفة التى يمكن تطوير مناهج الرياضيات فى ضوئهاء والتى تنيثق من فلسفة التربية 
لمواجهة التحدیات المستخدمة علی مجتمعنا. 

وحیث إن الریاضیات وسيلة مهمة لاعداد المتعلم لمواجهه مشکلات بيئته المتنوعه والاسهام فی حلهاء بالإضافة 
إلى إعداده لمواجهة تحدیات عديدة عالمية واقليمية ومحلیةء الأمر الذی يحتم تنمية آنماط متعددة من التفکیر 
لدی المتعلم وتنمية مهاراته فی حل المشکلات. وتنمية الحس البحثی لدیهم وتنمية العدید من القیم والاتجاهات 
وآوجه التقدیر التی تجعله یتصدی للسلبية الفكرية ویقبل المخاطر والمشاركة الايجابية والسعی إلى تعلیم ذاته 
والوصول إلى المعرفة الرياضية من خلال مصادرها الاصلية وتوظیفها فى نمذجة المشکلات المحلية والعالمية 
والتوصل إلى حلول إبداعية لهاء هذا بالرضافة إلى ابراز دور الریاضیات فى خدمة المجتمع والاسهام فی تطویره 
وحل مشکلاته.وآیضا دورها فی خدمة العلوم الأخري وتقدمهاء بالاضافة إلى تقدیم الأساسیات الرياضية اللازمة 
للطلاب عند دراستهم الجامعية مع جعل المناهج مرنه تسمح بحریه الاختیار مراعاة للفروق الفردیه مع تفعیل 
استخدام التقنیات الحديثة فی تعلیم وتعلم الریاضیات. 
ونورد فیما یلی آهم منطلقات فلسفة مناهج الریاضیات: 
لا تقدیر دور العلماء والاشارة إلى الرواد المعاصرین, الذین آسهموا فى نظریاتها وتطبیقاتهاء وتأکید أن 

الریاضیات علم فکر يسهم فى التکامل الحضارات. ہما فی ذلك ما آسهمت وتسهم به الحضارات المصرية 
والعربیه والاسلامیه. 

لا ینبغی أن یکون لتعلیم الریاضیات دور مجتمعی بمعنی اهتمام مناهج الریاضیات بالمساهمة فى معالجة 


بعض قضایا المجتمم. 


المقدمص 





لا ينبغى أن تكون هناك رياضيات للجميع فى شكل مقررات تعالج بمستويات مختلفة تتفق مع تنوع واختلاف 
آهداف تعليم الرياضيات لمختلف الطلاب» خاصة فى إطار أن التعليم الآن جماهيرى ملزم لاستيعاب جميع 
الطلاب فى مرحلة الالزام وآن نسبة كبيرة منهم تواصل التعليم حتى نهاية المرحلة الثانوية. 

لا تسهم الرياضيات كأحد علوم التكنولوجيا فى تطورها حيث ترتبط مناهجها بقضايا واحتياجات الأجيال 
الحالية ومحاولة التنبؤ باحتیاجات الأجيال اللاحقةء بما يعطى الطلاب دوافع نحو دراسة مادة الرياضيات. 


لا تدريس موضوعات متقدمة فى المراحل الأولى من التعليم» مع نمو دراستها فى المرحلة الثانوية وما يعد 
ذلكء والتقليل من التعليم الشكلى للرياضيات 

فى المستوى العام (غير المتخصص) ويشار بوجه خاص إلى دراسة الاحتمال والتوبولوجی والتحويلات 

الهندسية والنمذجة الرياضية والمنطق الرياضى والوياضيات الحيوية... ألخ والطرق العددية لما لها من أهمية 


لا هناك مستويات وقدرات متفاوتة بين المتعلمين لابد أن تقدم مقررات مختلفة لفثات المتعلمين. 


٤١٠٠٥‏ القدرة علی التفکیر النقدی المنهجیء» وتنمية الرغبة فی البحث ومهارة التفکیر المنطقی لدی الطلاب 
فى كافة الصفوف الدراسية. وذلك للتأكد من اکتسابهم مهارة التفکیر التحلیلی والقدرة على حل المشکلات 
وممارسة العمل الابداعی الخلاق. 

لا تسهم الریاضیات التطبيقية بفروعها المختلفة فى حل العدید من المشکلات الحياتية الهندسية. والطبية»....إلخ. 

اسس بناء مناهج الرياضيات: 

تعتمد عملية بناء مناهج الریاضیات وتنظیمها على عدة أسس البعض منها یتعلق بالتطورات العلمية 
وتکنولوجية الاتصالات بصورة عامة وتکنولوجیا التعلیم بصورة خاصة. والبعض الاخر یتعلق بفلسفة المجتمم 

وحاجاته وحاجات آفراده واتجاهاتهم. 

ویمکن تصنیف هذه الأسس فی أربع مجالات رئیسه على النحو التالی: 

اولا: الأسس العلمی4 : 

تستند عملیة بناء مناهج الرياضيات إلى مجموعة من الأسس العلمية منها: 

لا البناء على ما تم دراسته من معارف ومهارات رياضية بالمرحلة السابقة. 

دا أن الرياضيات علم قائم بذاته له مفاهيمه وتعميماته وحقائقه ونظرياته ومهاراته فى بناء متکاملء وهو علم 
متطور ومتنامى. 

لا أن الرياضيات ذات طبيعة تراكمية تبدأ بالخبرات المحسوسة ثم شبه المحسوسة حتی تصل إلى الخبرات 
المجردة. 
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لا 


اعتبار الرياضيات أداة ووسيلة تكامل وتربط مع العلوم الأخرى. 


إسهام محتوى الرياضيات فى تحقيق الأهداف المنشودة من تدریس الریاضیات و يراعى فى مفرداته 0 
تكون فى مستوى المرحلة التعليمية. 


- تأكيد مناهج الرياضيات على الاهتمام بالمفاهيم وكيفية استقرائها واتقان المهارات الخاصة بها. 


ثانيا: الأسس التريويك4: 


تستند عملية بناء مناھج الرياضيات إلى مجموعة من الأسس التربوية منها: 


لا 


لا 


ا 


"5 


اعتبار الرياضيات لغة تواصل وأسلوب تفكير تتمثل فی رموزها ومصطلحاتھا وأشكالها الهندسية والجداول 
والرسوم البيانيةء وأفكارها. 

إعداد أهداف لتعليم الرياضيات بقصد أن تسهم فى إعداد المواطن المصري المتميز الذى يمتلك المعارف 
وأنماط التفكير الملائمة لمعايشة معطيات وتحديات المحرحلة الراهنة والمستقيلية. 

تأكيد مناهج الرياضيات على الأنشطة التى تستخدم فيها الرياضيات مثل التجارة والسياحة والتربية 
الرياضية وغيرها بحيث تكون الرياضيات علما تطبیقیا. 

تأكيد مناهج الرياضيات على الإهتمام بأساليب التفكير وأنماطه المختلفة. 

تأكيد مناهج الرياضيات على الاهتمام باستخدام الاستراتيجيات التدريسية الفعالة المتنوعة. 

الاهتمام باستخدام التكنولوجيا الحديثة فى التدريس. 

تشجيع الطلاب على الاكتشاف والاستقراء والابتكار والتعرض لمواقف حياتية جديدة. 

تنمية اتجاهات إيجابية نحو دراسة مادة الرياضيات وتعلمها من خلال خلق دافعية ذاتية يدعمها ربراز 
العنصر الجماعى والثقافى والنفعى للرياضيات. 


خالثا: الأسس التفسي4: 


لا 


نا تا حا 


طبيعة المتعلم وخصائصه العامة التى يشاركه فيها غيره من المتعلمين. 

NIN‏ ل ا ل سنہ 

خصائص ومتطلبات مرحلة النمو بالمرحلة الثانوية وتداخلها وتكاملها مع المراحل الأخرى. 

حاجات المتعلم ودوافعه ومتطليات نموه وميوله واستعدادته واتجاهاته النفسية ومهاراته بحیث تتنوع 
مجالات الخبرة التی تقدم له. 


المصد مض 





رایعا: الأسس الاجتماعيك: 

تستند عملية بناء مناهج الریاضیات بالمرحلة الثانوية إلى مجموعة من الأسس الاجتماعية منها: 

دا الریاضیات لا غنی عنها لتعایش الفرد مجتمعه. 

الریاضیات علم وفکر يسهم فی تکامل الحضارات ہما فی ذلك ما آسهمت وتسهم به الحضارة المصرية 
والعربیه. 

حاجه المجتمع إلى العماله المدربه لسوق العمل ء والمسلحه بالتفکیر الریاضی. 

1 البشرية (الطلاب) فی بناء قاعدة تنموية شاملة. 

الاهتمام بالقیم والمبادی الخاصة بالمجتمم. 

الاهتمام بالأدوار المختلفة لفثات الشعب فى التنمية الشاملة. 


ا 


LEE 


أهمية الدليل : 

يأتى دليل المعلم موازيًا ومکملا لكتاب الطالب بهدف: 

لا تزويد المعلم بخلفية ضرورية ولازمة عن الأفكار التى تكمن وراء بنية الكتاب المدرسى. 

لا توضح للمعلم الاستراتيجيات التدريس المتنوعة التى يمكن أن يستخدمها اثناء شرح الدرس. 

لا توضح للمعلم الخطوات والاجراءات اللازمة التى تساعده فى تنفيذ الدرس. 

لا كما یبرز الدليل جانب هام من أساليب التقويم المختلفة التى تراعى الفروق الفردية بين الطلاب. 

كيف تستخدم هذا الدٹیل؟ 

لقد حاولنا أن يكون هذا الدليل وافيًا بجميع العناصر التي قد تحتاجها لتدريس هذا المقرر وسيكون أمامك 
ومما لا شك فیه آن هذا یزید من فائدة الدلیل بالنسبة لك اٍلی جانب الصورة المصغرة من صفحة کتاب الطالب 

تتضمن صفحة المعلم للعناصر التالية بالنسبة لکل وحدة وکل درس. 

(١‏ مقدمة الوحدة: وتوصح عد د من المعلومات المرتبطة بالوحدة ودروسها ومنها مخرحات التعلم وزمن 
التدريس والمصطلحات الأساسية ومهارات التفكير» كما توضح المقدمة وسائل ومصادر التعلم وطرق 
التدريس المقترح استخدامها وأخيرًا طرق التقويم. 

)۲( دروس الوحدة: فى هذا الجزء يتم تناول تفاصيل كل درس من دروس الوحدة وتشمل هذه التفاصيل: 

دا خلفية: حيث يتم خلالها الربط بين المعلومات السابقة لدى الطالب والمعلومات الجديدة فی الدرس. 

3 مخرجات الدرس: حيث يتم خلالها استعراض مخرجات التعلم المرجو تحقيقها فی الدرس وهى مصاغة 

بصورة اجرائية قابلة للملاحظة والقیاس. 
د المواد التعليمية المستخدمة: یتم الاشارة إلى الوسائل المعينة التی یمکن للمعلم استخدامها فی شرح وتحقیق 


اهدافه اثناء عملية التعلیم والتعلم. 
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نا طرق التدريس المقترحة: يوضح هذا الجزء مسميات عدد من طرق التدريس التى يمكن للمعلم توظيفها اثناء 
الحصة وتتنوع هذه الطرق من درس لآخر فهناك العديد من طرق التدريس التى يمكن للمعلم استخدامها أثناء 
عرض المحتوى ومن هذه الطرق: المحاضرة - التعلم التعاونى - العصف الذهنى- الحوار والمناقشة - حل 
المشکلات - الاکتشاف. 

ما الواجب معرقله عن طرق الندریس : 

دا المفهوم - خطوات التنفیذ- متطلبات التنفیذ- الممیزات- العیوب أو صعویات التنفیذ. 

كيف ینم اخنیار طریقه الندریس المناسبه: 

د يتم اختیار طريقة التدریس فى ضود مخرجات التعلم المستهدفة والمحتوی وخصائص الطلاب وفقا للمرحلة 
العمرية والتعليمية والوقت المتاح. 

ای طرق الندریس افضل : 

دا لا توجد طريقة تدریس بعینها هی الأفضل ولکن افضل الطرق هی التی تناسب الطالب والموقف التعلیمی 
وتساعد فی تحقیق الأهداف المرجوة. 

نمادج طرق التدریس : 

التعلم التعاونی : 

۵ اسلوب تعلم يتم فيه تقسیم الطلاب إلى مجموعات صغيرة متجانسة أو غير متجانسة وفقا للهدف أو المهمة 
التی سیکلف بها افراد المجموعة ویقوم افراد المجموعة بالتعاون فيما بینهم لانجاز المهمة المکلفة بهاء 
وتهدف هذه الطريقة إلى تنمية روح التعاون بدلا من التنافس وتشجیع روح الفریق. 

العصف الذهتى: 

دا يتم خلال الموقف التعلیمی تحدید موضوع أو قضية أو سؤالء ويُطلب من الطلاب استدعاء آکبر قدر من 
المعلومات والأفكار أو الاجابات أو الحلول المرتبطة بتلك القضية أو هذا الموضوع؛ وذلك وفق قواعد متفق 
عليهاء وتتمثل فى تسجیل الأفكار كافة وعدم النقد أو التقییم لأى فكرة لتشجیم الجمیع على المشاركة 
الايجابية؛ وبالتالی تولید اکبر قدر من الأفكار العادية أو المبتکرة. ویعد الانتهاء من عملية استدعاء الأفكار 
يتم مناقشتها للوصول إلى أفضل حل أو إجابة أو فكرة وذلك باستبعاد الأفکار غير المرتبطة أو المكررة دون 
الإشارة التی صاحب تلك الفکرة» ویمکن تلخیص خطوات العصف الذهنی فی آربم خطوات آساسية هی: 

* الاعداد والتهيئة : للموضوع الذی سیتم استدعاء الأفکار بشأنه. 
* طرح الموضوع : التأكد من وضوح الموضوع بالنسبة للجمیم. 


* تقویم الأفكار: حذف المکرر أو غير المرتبط والاتفاق على افضل الأفکار أو الاجایات. 
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حل المشكلات: 

5 هي إحدى الطرق العلمية التى تهدف إلى الوصول إلى نتائج او اقتراح حلول لمشكلة محددة تمثل عائقا أو 
تحديًا للطلابء تهدف هذه الطريقة إلى تدريب الطلاب على اتباع الخطوات العلمية أو التفكير العلمى لمواجهة 
٣٦‏ 11 409+ الوا وان ام رف تاو کام اد 
والبدء فى جمع معلومات عن تلك المشكلة والحقائق المرتبطة بھاء فرض فروض تمثل الحلول الممكنة لتلك 
المشکلةء ویتم اختبار تلك الفروض لاختیار آیها ساهم فی حل المشکلة. وفی الختام استخلاص النتائج وتقدیم 
الحلول الممکنة؛ ومن ثم یمکن تعمیم تلك النتائج فى مواقف آخری مشابهة للمشكلة التی تم دراستها. 


الحوار والمنافشه : 

دا تمثل تلك الطريقة إحدى الطرق اللفظية. ویمکن تعریف طريقة المناقشة بأنها حوار منظم یعتمد على تبادل 
الآراء والأفكار بين المعلم والطلاب أو بين الطلاب بعضهم البعض, وتهدف هذه الطريقة إلى تنمية مهارات 
التفکیر لدی الطلاب والتدریب على عرض الأفكار مدعومة بالدلیل على صحتهاء فضلاً عن الالتزام بآداب الحوار 
والمناقشة کاحدی المهارات الاجتماعية الواجب تنمیتها لدی الطلاب. 

دا تتمثل خطوات المناقشة فی تحدید المعلم للهدف من المناقشة» وتقسیم هذا الهدف إلى عدة آفکار فرعية أو 
عدد من الأسئلة المطلوب الاجابة عنهاء ویتم وضع قواعد لادارة وتنظیم المناقشات. ومن أمثلة تلك القواعد 
اتاحة الفرصة للطالب لعرض الفکرة کاملة ومناقشة ونقد الفکرة دون الاساءة آو التقلیل من شأن صاحب 
الفکرة. وهکذا ویحرص المعلم على التزام الطلاب بتلك القواعد لیساعدهم على التوصل إلى الفکار وربط 
المفاهیم واستخلاص الاستنتاجات والتوصیات المرتبطة بالهدف الذی تم تحدیده» ومن خلال تحدید نتيجة 
لكل فكرة فرعیة يتم التوصل إلى نتيجة للقضية أو المشكلة الأساسية. 


التعلم بالاكتشاف : 

نا هى عملية تفكير تعتمد على أن يقوم الطالب باسترجاع وتنظيم المعلومات السابقة لديه وإعادة صياغتها 
بشكل یٔمکُن من استخدامها فى مواقف جديدة. ويُعرف التعلم بالاكتشاف بأنه التعلم الذى يحدث نتيجة 
لمعالجة الطالب لمعلومات وتركيبها وتحويلها للوصول إلى معلومات جديدة من خلال اكتشاف أفكار أو حلول 
يصل إليها الطلاب بأنفسهم؛ مما يشجعهم على مواصلة عملية التعلم . 

التعلم بالاكتشاف له أنواع تعتمد على درجة التوجيه الذى يقدمه المعلم ومن تلك الأنواع: 

دا الاكتشاف الموجه: والذى يوفر فيه المعلم بعض التعليمات التى تضمن مساعدة الطلاب على النجاح فى المهمة. 

نا الاكتشاف شبه الموجه: وفيه يقدم المعلم بعض التوجيهات العامة دون أن يتقيد بها الطالب. 

دا الاكتشاف الحر: فيه يواجه الطالب المشكلة بنفسه دون أى توجيهات من المعلمء ويطلب منه الوصول إلى الحل 


وصياغة الفروض وتصميم التجارب وتنفيذها. 


المقدمص 





اجراءات الدرس: 
E‏ الصا ال ار بت اك وتات الوا ی تا ال سر 
المعروف أن توافر الدافعية فی التعلم لدی الطلاب آمر لازم بل حتمی لضمان خسن سیر الدرس 
وايجابية الطلاب. وبالتالی تتحقق الأهداف المنشودة. ویجب ألا يطغى زمن تهيئة الطلاب على 

الزمن المخصص 08 آنشطة الدرس, وعادة لا یزید زمن تهيقة الدرس عن عشر دقائق. 


ب ) تعلم: بعد التهيثة - وفی ترابط وسلاسة - يدخل المعلم إلى خطوات عرض الدرس, فیبداً فى تنفیذ 
000 من ال + ار اب معا سح کات ال رن 
الربط بین ما يحدث فى مرحلة تهيئة الطلاب وبين بداية الدرس آمر مهم جدّاء حتی لا تفقد 
التهيئة آهمیتها ودورها فى نجاح الدرس وتحقیق آهدافه. 
ویتخلل هذا الجزء استعراض للأمثلة والتدریبات كافة وكذلك الأنشطة الموضحة ء ویتاح لك فى 
هذا الجزء مزید من الطرق لاستنتاج القوانین او العلاقات وعدد من التمارین الاثرائية التی یمکن 
استخدامها فی حالة توافر زمن متاح أو للطلاب المتفوقین» علمّا بأن هذه التمارین مجاب عنها. 


ج ) التقییم والتدریب: ویشمل هذا البند جوانب مهمة هی "التقییم المستمر" ویشمل |جابات لما ورد فى بند 
"حاول أن تحل" أو یشمل آسئلة شفهية أو تحريرية خلال عرض الدرس, الجانب الآخر هو" التقییم و 
التدریب "» ویشمل هذا البند اجابات ما ورد فى بند "تمارین" و الجانب الثالث هو "التقییم "> ویشمل 
آسظلة شفهية آو تحريرية تساعدك علی التأآکد من تحقیق آهداف الدرس, ومدی استفادة طلایك مما 
تعلموه. وذلك حننًا إلى التمارین العامة والاختبارات الواردة فى نهاية کل وحدة. 


د ) تمارین إثرائية: یقدم الدلیل فی نهاية کل درس آنشطة إثرائية للطلاب المتفوقین» ولکن حذار أن تعلن 
أن هذا النشاط خاص بالطلاب المتفوقین ولا تقسم الطلاب فی الفصل إلى مجموعات وفقا لمستویاتھم 
فهذا النشاط خاص بالمعلم لیواجه الفروق الفردية بین طلابهء يمكنك أن تستقطع وقتا فى ذات الدرس 
للقیام بهذه الأنشطة الإثرائيةء وأحيانًا يكلف بها الطلاب بوصفها نشاطا خارجيًا یقومون به بعد الدرس. 
وقد يعرضون عليك ما أنجزوه فى هذه الأنشطة خارج وقت الحصة. أو قد تراجع معهم إنجازاتهم فى 
بداية الحصة التاليةء وقبل التهيئة الجديدة (يتوقف ذلك على نوع تلك الانشطة. وما تحتاجه من زمن 
لمتابعتھا)ء ونشير هنا إلى أنه عند تكليف أى طالب بنشاط ما يجب أن تتابع إنجازه فیه. حيث إن عدم 
توفر ذلك يؤدى إلى تكاسلهم بل إهمالهم القيام بأى نشاط إثرائى. 

ه ) الأخطاء الشائعة: يتم استعراض عدد من الصعويات التى تواجه الطلاب نتيجة بعض الأخطاء المتوقع 
منهم الوقوع بهاء وتختلف هذه الأخطاء باختلاف الموضوع والوسائل المستخدمة وكذلك المستوى 
الأكاديمي للطلاب. 

و ) ملخص الوحدة والاختبار التراكمى: تنتهي الوحدة بعرض ملخص لدروس الوحدة وتمارين عامةء وكذا 
اختبار تراكمى للوحدة علمًا بأن الدلیل يوفر لك إجابات لكل منهما. 


المصد مض 





الجانب النظری لدلیل المعلم 


والآن عزیزی المعلم کی تقوم بدورك على أكمل وجه سوف نتناول عرضا موجرًا للجانب النظری للدلیل 


عن النقاط التالیة: 
د تطییقات الریاضیات . دا تنظیم محتوی مادة الریاضیات فى الصف الثالث الثانوی. 
5 تصنیف آهداف تدریس الریاضیات. نا |ستراتیجیات عامة للتدریس الناجح. 


۵ معاییر وموشرات الصف الثانی الثانوی. ‏ الاتجاهات الحديثة فى تعلیم الریاضیات. 
نا خصائص النمو لطلاب المرحلة الثانوية. ‏ إدارة وتنظیم بنية التعلم النشط. 


طبيعية الریاخضیات 

من آحد رکائز بناء المنهج مراعاة طبيعة المادة كأحد الموثرات على مکوناته من حیث الأهداف والمحتوی 
وطرق التدریس والاتشطة التعليمية واسالیب التقویم» لذا من الضروری توضیح الفرق بين طبيعة الریاضیات 
کعلم وکمادة دراسية. لاستیعاب طبیعه الریاضیات لابد من إدراك مراحل تطور الریاضیات عبر العصور المختلفه 
وفهم التغیرات التی تحدث فى طبيعة الریاضیات من عصر إلى آخرء ویمکن التعرف على طبيعة الریاضیات فی 
ثلاثة فترات زمنیه تمثل تاريخ تطور الریاضیات وهی: 

الفترة الأولى منذ نشأة الریاضیات وحتی قبل ظهور الحضارة الاغريقية» واتسمت طبيعة الریاضیات فى هذه الفترة 
بکونها ذات طبيعة عملية لم تكن تعتمد على البرهان المنطقی وکانت تعتمد على الحالات الخاصة فقط . 

الفترة الثانية: منذ نشأة الحضارة الاغريقية حتی القرن التاسع عشر. تميزت هذه الفترة بيداية النظام البدیهی القائم 
على المنطق حیث یتکون هذا النظام من مجموعة بسيطة من المعرفات واللا معرفات والبدیهیات والمسلمات ومنها تشتق 
النظریات » وغلب على طبيعة الریاضیات فى هذه الفترة الطابع التجریدی واستخدام الرموز. 

الفترة الثالثة : من القرم التاسم عشر حتی الآن حيث تم رفض فكرة الصدق المطلق التی غلبت على الفترة السابقة 
بل اصبح هذا الصدق نسبی » وبداً فی هذه الفترة استخدام لغة موحدة لجمیم فروع الریاضیات واصبحت اکثر تجریدا 
وتعددت الانظمة الرياضية واصبح اسلوب الاستنباط الریاضی اسلوب عام فى جميع مجالات الریاضیات. 

إن الریاضیات کعلم أو کمادة دراسية ذات طبيعة استدلالية أى الوصول إلى نتائج صادقة من خلال مقدمات مسلم 
بصدقها وفقا لخطوات تحکمها قوانین المنطق» ومن خلال هذا الاستدلال یمکن اشتقاق النتائج والنظریات. 


المقدمص 





وتختلف الرياضيات كعلم عن الرياضيات كمادة دراسية باختلاف طريقة المعالجة واسلوب العرض ويمكن توضيح 
ذلك كمايلى: 
دا الرياضيات كمادة دراسية تحتوى على المفاهيم الاساسية لعلم الرياضيات ولكن بعد تبسیطھا. 
5 الرياضيات كعلم ھی بناء استدلالى يهدف إلى الوصول إلى النظريات بينما الرياضيات كمادة دراسية لاتهدف 

إلى اشتقاق الطالب لمعلومات رياضية جديدة مثلما يفعل العلماء. 
ذا الرياضيات كعلم تتضمن المسلمات فى صيغة تجريدية بينما هذه المسلمات تقدم للطالب فى المادة الدراسية 

بصورة واضحة ومفهومه ومبسطة.. 
الرياضيات والعلوم الآخری 

الرياضيات علم حى دائم التطورء تزداد أهميته إلى درجة القول بأن الرياضيات أصبحت مركز التطور 
الحضارى والتكنولوجي المعاصر والمستقبلی» وذلك لأن تطبيقاتها وأنماطها أصبحت تغطى کل أنواع الأنشطة 
.. فى الفنون والأداب فى سوق العمل ومجالات الترويح ... فى الإستراتيجيات العسكرية وقرارات السياسيين وفى 
الإنتاج والخدمات. الرياضيات كانت ومازالت نشاطا يعبر عن ثقافة إنسانية تتوسع من داخلها لتحل مشكلات 
من خارجهاء وتكتشف من خلال نمذجه وتجريد مواقف من خارجها علاقات تثريها من داخلهاء لم يعد نشاط 
اس ای ا راک 898 ا سا N‏ 
وإلى اشتقاق نتائج مع مقدمات. ولم تعد الریاضیات مجرد آرقام ورموز یفهمها قلة من الناس, بل لغة یتواصل 
بها ویتعامل معها غالبية البشر» ویعمل منطقها على تیسیر عمل الحاسبات وبث واستقبال المعلومات والتواصل 
بها من خلال الالیاف الضوئیةء تعددت مجالات وفروع الریاضیات فی بنی مجردة مثل الزمرة (00۷0) والحقل 
(۳1610) وفضاء المتجه (50206 ۲۷۵6۲0۲) لها تمثیلاتها فی الفروع المختلفة. 

ورغم کل التجریدات الرياضية فان الریاضیات تنصت للطبيعة لترسم بها نماذج ينيثق منها وعنها حلول 
للمشکلات والریاضیات تتعامل مع المؤكدات ومع الاحتمالات واللایقینیات» مع مظاهر استاتيكية وآخری 
ديناميكية .. وفوضوية تتعامل مع آشکال مثالية منتظمة وآخری معقدة. مع آبعاد صحيحة وآخری کسورية. 
وتسهم الریاضیات فى حل كثير من المشکلات والتحدیات العملية والحياتية. من خلال تمثیلها أو نمذجتها علاقات 
بلغة الریاضیات ورموزهاء يتم حلها ثم إعادة ترجمتها إلى آصولها المادية » الریاضیات - مثلاً - تشرح وتفسر 
لنا ظواهر النمو فی الکائنات الحية وظاهرات التآکل من مواد اشعاعية (والتی تمثلها قوی آسية فی الجبر)» كا 
أن الریاضیات تقدم لنا نماذج عديدة للتصمیمات المعمارية والصناعية» وتنظم لنا عملیات الأنشطة الخدمية 
والإنتاجية» وتتنباً لنا بجدوی القیام بمشروعات جديدةء الریاضیات تصف لنا كيف تنساب الموسیقی ونغماتها 
الجميلة» الریاضیات تمدنا بأشكال هندسية یمکن أن تمثل وحدات التکوین لأشكال زخرفية ومصورات فنية جميلة 


۱۱ 


المصد مض 





تنظیم محتوی الریاضیات فی الصف الثانى الثانوی (علمی): 
یجری تدریس الریاضیات فى الصف الثانی الثانوی (علمی) فی شکل وحدات دراسية موزعة مصفوفيًا بين 

صفوف المرحلة الثانوية» وبين المجالات المعروفة: الأعداد والعملیات عليهاء الجبر والعلاقات والدوال, الهندسة, 

وحساب المثلثات. ومن ناحية آخری فان المحتوی ينمو رأسيًا (عبر الصفوف ) وحلزونیّا فى كل فرع ویتوزع 

أفقيًا (فی کل صف) بحیث یتضمن وحدات من فروع مختلفة تعکس- إلى حد ما- وحدة الفکر الریاضی. ویراعی 
فى جمیع الحالات التناغم الریاضی لمتطلبات الوحدات على اختلاف انتماءاتها الفرعية ولخدمة العلوم الأخرى 

ذات الصلة. 

تصنیف آهداف تدریس الریاضیات: 

یواجه المعلم دائْمّا بالسوّال الاتی «لماذا نعلّم الریاضیات؟» آو ما الهدف منهاء آن تدریس الریاضیات یهدف 
إلى تزوید الطالب بالمعارف الرياضية واکتساب المهارات المرتبطه بتلك المعارف وبالتالى توظیف واستخدام 
تلك المعارف والمهارات من خلال تکوین اتجاهات إيجابية نحو دراستها ء وبالتالی یمکن تلخیص اهداف تدریس 

الریاضیات إلى آهداف تتعلق : 

ذا بمعرفه وفهم اساسیات مادة الریاضیات. 

دا بالتدریب على اسالیب تفکیر سليمة وتنمیتها. 

دا باکتساب المهارات الرياضية (العقلية والنفس حرکیة) 

دا باکتساب اتجاهات موجبة وتنمية میول واوجه التقدیر نحو الریاضیات وعلماو‌ها. 

هناك آکثر من طريقة للتعریف بتصنیف آهداف تعلیم الریاضیات. آشهرها تصنیف الأهداف إلى: 

(۱) آهداف معرفية 008216196 تتمثل الأهداف المعرفية فی معرفة اساسیات المادة وفهم بنیتها وترکیبها والأسس 
النظرية لبعض النواحی التطبيقية حیث يساعد ذلك علي اکساب الطالب القدرة على تطبیق القواعد والنظریات فی 
المادة الدراسية أو فى مواقف حياتية كما تسهم معرفة تلك الاساسیات فى فهم اساسیات مواد دراسية اخری. 

)۲( آهداف وجدانية ۸2266۷6 نتعلّق بتقدیر 20016012110۳ الریاضیات کعلم SS ٦۷‏ 
الرياضيين وإسهاماتهم» وتكوين ميول واتجاهات إيجابية نحو دراسة الرياضيات» ونحو دورها فى التقدّم ونحو 
أساليبها فی التفكير ودقة لغتها فی الاتصال سواء بالرمز أو بالشكل البيانى. 

(۳) أهداف نفسحركية 787٦0٥00٤0٢‏ يقصد بها تنمية المهارات العملية والعقلیةء مثل الإنشاءات الهندسيةء واستخدام 
أدوات ذات طابع رياضى هندسى أو حسابى أو حوسبىء المهارات العملية فى الرياضيات يغلب عليها الناحية 
الادائية وتسهم الناحیة المعرفية بقدر أقل من الناحية الیدویةء بينما المهارات العقلية المتمثلة فى استخدام المفاهيم 
والمعارف فى حل المشكلات فيغلب عليها الناحية المعرفية التى تترجم بالمهارة اليدوية الى خطوات وخورازميات 
للحل. 


۱۳ 


المقدمص 





إستراتيجيات عامة للتدريس التاجح 

إستراتيجية التدريس: هى خطة تحركات المعلم فى تحقيق أهداف الدرسء مع ملاحظة أن الهدف الأساسى للتدريس 

والتعليم هو أن يتعلم الطالب. ويقاس نجاح الاستراتيجية بمدى كفاءتها فى أن یتعلّم الطلاب ما يراد لهم أن یتعلموہ بغرض 

مساعدة الطلاب فى أن يبنوا بأنفسهم ويكتشفوا المعارف التى يتعلمونها فی ضوء النظرية البنائية 0٥009۲00۲18905‏ 

وتتضمن إستراتيجية التدريس الناجحة أن يقوم المعلم بالآتى: 

۵ التقدم بمشكلة آو سوّال بک انتباه الطلاب (وقد يكون قصة تاريخية). 

3 اعطاء فرصة للطلاب للمناقشة. 

دا توزيع العمل بين آعمال تعاونية فی مجموعات صغيرة تعمل تعاونیا» وأعمال فردية یفکر فیها کل طالب 
بنفسه. وآعمال جماعية یحدث فیها تفاعلات بین المعلم والطلاب وبين الطلاب آنفسهم. 

دا فى نهاية کل مناقشة أو عمل تعاونی أو عروض من جانب بعض الطلاب یقوم المعلم بتلخیص واضح لما تم 
مناقشته أو حله متضمنا الأساسيات: تعریفات» علاقات. منطوق نظریات لها براھین, إلخ. 

د اعطاء الطلاب فرصّا داخل الفصل أو المنزل (واجبات) لاکتشاف بعض الخواص أو العلاقات بأنفسهم. 

دا تشجيع الطلاب على اعطاء حلول أو براهین بدیلة. 

نا عند تدریس مفهوم أو علاقة ضمن عدة مفاهیم یعطی المعلم مثال ولا مثال على المفهوم أو العلاقة الجديدة . 

۵ البعد عن التلقین آو سرد الحقاثق وعرض الاجابات الجاهزة دون مشاركة فعالة من الطلاب. 

دا تنویع السلوکیات (أى طرق التدریس) فی الحصة الواحدة. 

5 الحرص على اعطاء رعاية خاصة فی فترة العمل الفردی أو فی المجموعات التعاونية للطلاب بطیئی التعلم أو 
من هم دون المستوی فى قدراتهم على التعلم» وكذلك الحال بالنسبة إلى الطلاب المتفوقین. 

نا تنويع الواجبات سواء داخل الفصل أو فی المنزل مع مراعاة الفروق الفردیة- لیس من الضرورة أن يحل کل 
الطلاب جمیع التمارین فى الکتاب خاصة بالنسبة إلى الطلاب «الضعاف». فیقدّم لهم الحد الأدنى: ويُلاحظ 
تقدمهم حتی یصلوا إلى مستویات آفضل متدرّجین فی الواجبات. 

نا تحدید بعض الساعات للمساعدة خارج الفصل فی مکتب المعلم أو فى المکتبة. 

نا مساعدة الطالب على أن يشعر بأنه یمکنه النجاح والتفوق فی هذا المقرر. 

وساثط تعليمية عامة 
الوسیط التعلیمی هو مادَّة تعليمية مكتوية أو مرسومة. أو صورة ثابتة أو متحرّكة مسجْلة على آوراق أو 

شرائط آو آقراص 8 علی کمبیوتر. 
وتشمل الوسائط التعليمية الأدوات والأجهزة المستخدمة فی عرض واستخدام الموادٌ التعليميّة والبرمجیات. 

وقد یکون الوسیط التعلیمی ملصقا أو بطاقات كرتونية أو قطعًا خشبيّة أو بلاستيكية أو أجهزة لعرض شفافیات 


هندسية آو تجارب معملیة. 
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والأصل فى الوسيط التعليمى هو أن يستخدمه الطالب بنفسه ويمارس من خلاله عملا تعليميًا نشيطًاء لا أن 
يكتفى بمشاهدته سواء قام المعلم بتشغيله أو كان يعمل آلياء فالمهم مثلاً أن يعمل الطالب على الحاسوب 18205 
دده لاكتشاف علاقة رياضية أو تحقيق صحتھا أو تمثيل بيانى لأحد الجداول مستخدمًا برنامج اللوحة الجدولية 
61 أو رسم بعض الأشكال الهندسية باستخدام سلحفاة برنامج اللوجو (1:060) أو البرامج الرياضية 
المتخصص مثل 8608260۲2. 

والمبداً الذی نرتئیه هنا هو آن التکنولو جیا بصفة خاصة والوسائط التعليمية المتعددة بصفة عامة «حليفة ولیست بديلة 
للمعلم»- بمعنی أن التکنولوجیا آداة يستثمرها المعلم فى تیسیر عملية التعلم لا أن تحل محله. 
معاییر وموشرات الصف الثالث الثانوی(علمی) 
المعیارالأول: تعرف المفاهیم الأساسية فى التفاضل (الاشتقاق). ویطبقها فی مواقف فيزيائية 

وحياتية مختلفة 

E‏ مشتقات الدوال المظنة قاس . فتا س . ظتاس. 
5 یوجد الاشتقاق لدوال ضمنية (صريحة ء ضمنية » بارامتریة...). 
د یوجد المشتقات العلیا (الثانية والثالثة) لدوال مختلفة ویتعرف طريقة التعبیر عنها . 
نا یوجد معادلتی المماس والعمودی لمنحنی عند نقطة تقع عليه کتطبیق على الاشتقاق. 
0 بوجد المعدلات الزمنية المرتبطة متضمنة التطبیقات الفيزيائية. 





ذا ینمذج ویحل مشکلات حیاتیه واقتصادیه. 

۵ یستخدم المشتقة الولی لدراسة تزاید وتناقص الدالة القابلة للاشتقاق. 
۵ یحده القیم العظمی والصغری المحلية للدالة القابلة لاشتقاق. 

٤پ‏ ؛..ػببٰ 1 9 8+ ہہ ط×" 
٤‏ 07۶ )پ9 ۶۶١ N‏ ۷ رام 
٩‏ بو ا ل ا 


۵ یدرس سلوك دالة من حیث الاضطراد والقیم العظمی والصغری من خلال المشتقة الأولی. 
۵ پرسم المنحنیات لدوال کثيرة الحدود حتی الدرجة الثالثة فقط. 


المعیار الثانی: تعرف تفاضل وتکامل الدوال الأسية و اللوغارتمية 
ذا یتعرف مفهوم العدد النیبیری ه من خلال النهایات 
تک ET E‏ اس جح 


كدر س > 00 


يوجد بعض النهايات التى تؤول إلى العدد ه ومضاعفاته 
نبا (۱ + )۲ س= نسل [(۱+ي)س]'دھ' 
يتعرف مفهوم اللوغاريتم الطبيعى 2 من خلال النهاية 
کا وھ و لو 


ص٦‏ ا 


۱ 


١ 


ا 


١ 


ا 
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یتعرف بعض خواص اللوغاریتم الطبیعی مثل: 
ری كط ۳ دب اس بل 
لو 
هه مس = س » . ۰ 
لو س 


E‏ .وت 


E ES‏ ن۱۷ کت51 ص = لو س 
ھ ۱ 
تکامل الدوال ٥‏ لو س 


المعیار الثالث: تعرف المفاهیم الأساسية فى التکامل المحدد. ویطبقها فى مواقف فيزيانية وحياتية 














مخلمة 
يتعرف بعض طرق التكامل مثل: التعويض غير المثلثی؛ التكامل بالتجزیء | س ه” ى س 
١٠٠٥٢‏ 8 1 الا 
یتعرف التکامل المحدد (النظرية الأساسية فی التفاضل) ویستنتج بعض خواصه. 
٤‏ 9۹ د (س) 6 س 


| 
د(س) ىو س = ٠‏ 


۱ د (س) ى س 

[د (س) ± ے (س)] وى س 

۳٦‏ ۱ سک 

۱ )َ۷ ))۰ سس" با ار 


| 
با ای ۱ د (س) ٤‏ س حيث د دالة زوجية. 


نب 


۱ 
۳ 
ا د (س) ٤‏ س = ۰ حیث د دالة فردية. 

٦‏ 3 اک 


كرا د(ن) ی ن=د(س) 


000 

يستخدم التكامل المحدد فی حل مشكلات تتضمن إیجاد مساحة. 

يوجد مساحة المنطقة المستوية تحت المنحنی» فوق محور السينات حيث د (س) غير سالبة لجميع قيم س 
فى المجال باستخدام التكامل المحدد. 

١ 0 8 1 09 9‏ ۰ئ۰ 

يستخدم التکامل المحدد فی حل مشكلات تتضمن إيجاد حجم سطح دورانى حول أحد محاور الإحداثيات. 
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الاتجاهات الحديثة فى تعليم الرياضيات 
هناك عدة اتجاهات حدیثة لتعلیم وتعلم الرياضات نورد منها ما يلى: 
تعليم الرياضيات من أجل حل مشكلات البيئة والمجتمع: ویدعو هذا الاتجاه لأن يكون للرياضيات دورًا فى معالجة قضايا 
ومشكلات المجتمع. وأن ترتبط المعرفة الرياضية بالخبرات الحياتية والبيئية للطلاب. 
تعليم الرياضيات من أجل تنمية انماط التفكير وأسلوب حل المشكلات: يعد هذا الاتجاه من الاتجاهات المفضلة فى تعليم 
الریاضیات. وقد نبع هذا الاتجاه نتيجة للتغير السريع فى المعارف والأساليب التكنولوجية واستخداماتهاء ولذا أصبحت 
المعرفة فى حد ذاتها ليست هی الهدف الاسمى بل طرق الحصول عليهاء وهو ما يتمثل فى أنماط التفكير المختلفة وأسلوب 
حل المشكلات والتى يمكن تنميتها من خلال تعليم وتعلم الرياضيات. 
تعليم الرياضيات من أجل تنمية الإبداع: للرياضيات دور هام فى تنمیة الإبداع لدى المتعلمين لما لها من طبيعة تساعد على 
ذلكء لن الرياضيات بمضمونها تعتمد على إدراك العلاقات للوصول إلى النتائج والنظريات وغيرها من الایداعات» وجوهر 
الإبداع هى إدراك علاقات جديدة تؤدى إلى تنوع من الحلول للمشكلة الرياضية المطروحة. لهذا اعتبر التربويون أن تنمية 
الابداع هدف آساسی من آهداف تعليم الرياضيات. 
تعليم الرياضيات للفثات الخاصة: أدى الاهتمام بحاجات المتعلم» وضرورة تعليمه بقدر ما تسمح به استعداداته وقدراته 
إلى ظهور اتجاه نحو تعليم الرياضيات للفئات الخاصة (بطيئ التعلم - المتفوقون - المعاقين) حيث لكل من هذه الفثات 
استعداداته وقدراته وإمكاناته» وأصبح من الضروری تصميم مناهج للرياضيات لكل فئة من هذه الفثات حتى يمكن أن 
تتعلم كل فئة بقدر ما لديها من خصائص. 
تعليم الرياضيات فى ضوء مفهوم العولمة: نتيجة للتقدم الھائل فى تكنولوجيا الاتصال, لم يعد للبعد الجغرافى تأثيرًا 
فى عزل الدول عن بعضها البعض, وآصبح العالم كقرية صغيرة متشابكة الأطراف» وأصبح للمشكلات بمختلف مجالاتھا 
صفة العالمیةء حيث لم تعد دولة واحدة بإمكاناتها قادرة على مواجهة هذه المشكلات» وبالتالی لم يعد مبدأ الاكتفاء الذاتى 
صالحًا للتطبيق في ظل هذه الظروف فحل محله مبداً الاعتماد المتبادل الذى يدعو إلى إنفتاح دول العالم على بعضها 
البعض, لنعيش فى سلام عالمى وتعاون مشترك من أجل خير الانسان» وهذا ما یؤدی إلى إتساع بيئة الانسان من المحلية 
إلى العالمية. وهذا ما يدعو إلى أن تكون مناهج الرياضيات التى يدرسها المتعلم تساعد فى إعداده لذلك. 
تعلم الرياضيات ذاتيًا : ادى الانفجار المعرفى إلى ظهور الحاجة إلى التعلم الذاتی وظهرت عدة أساليب للتعلم الذاتى من 
أهمها التعلم بالمراسلة والموديولات التعليمية وباستخدام الحاسب الآلى. 

إلا أن تعلم الرياضيات باستخدام الحاسب الآلى نال اهتمامًا كبيرًا من قبل التربويين والباحثيين فى مجال تعليم وتعلم 
الرياضيات وظهرت العديد من البرامج بالعربية والإنجليزية لتعليم الرياضيات باستخدام الحاسب الآلى. 
تعليم الرياضيات باستخدام الإنترنت: الإنترنت هو منظومة عالمية تربط مجموعة من الحاسبات الآلية بشبكة واحدة 
والانترنت له عدة مميزات دفعت التريويين إلى المناداه بضرورة استخدامه وهى: 
دا الوفرة الهائلة فى مصادر المعلومات ومنها: الکتب الالکترونية. الدوریات. قواعد البیانات. الموسوعات. المواقع التعليمية 
نا الاتصال غير المباشر وذلك من خلال البرید الالکترونی» والبرید الصوتی. 
3 الاتصال المباشر وذلك من خلال التخاطب الکتابی المباشر. والتخاطب الصوتی والتخاطب بالصوت والصورة. 
تعلیم الریاضیات المزود بالحاسوب: یتنوع الاستخدام التعلیمی للحاسوب من مساعدة الطلاب على تعلم القواعد الا ساسية 
۱۳۹ 
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إلى تعلمهم لاستراتيجيات التفكير المعقد. والحاسوب أداة فعالة للطالب المتوسط القدرة» والطالب المعاق وللطالب 
2-1 التعلیمی لمواجهة الاحتیاجات المتنوعة للطلاب ذوی القدرات المختلفة وقد 
آثبتت البحوث أن التعلیم المزود بالحاسوب (۸۱) یوفر الجهد والوقت فی التفکیر وفی حل المشکلات. كما أن الحاسوب 
وسيلة فعالة فى تشخیص وعلاج الا خطاء الرياضية لدی الطلاب. 
خصائص نمو طلاب المرحلة الثانویه 

٤‏ النمو لطالب المرحلة الثانوية بساعدنا علی معرفة حاجاته. وتعرف مدی نمو الطالب 
بالنسبة لمتوسط اقرانه. ویعیش طالب المرحلة الثانوية فی مرحلة عمرية تسمی مرحلة المراهقة» ویقصد 
بالمراهقة آنها مرحلة النمو الذی يصل فیها الطفل إلى مرحلة البلوغ وعند استخدام مصطلح المراهقة فإن هذا 
المصطلح یتضمن نموا جسمیا واجتماعيًا ونفسناء وتبداً مرحلة المراهقة عند البنین فی ثلاث عشرة سنة فأكثر 
تقريبًاء وتبداً عند البنات فی سن اثنتی عشرة سنة فأكثر تقریبًّاء یختلف سن بداية المراهقة من مجتمع إلى مجتمع 
وغالیّا ما تبداً مبكرة فی المناطق الحارة عنها فى المناطق الباردة. ومرحلة المراهقة المبكرة التی تبداً مع بداية 
البلو غ وتنتهی عند سن ست عشرة أو سبع عشرة سنة. وقد تم تحدید هذا السن بطريقة قسریه تختلف من مجتمم 
لآخرء وهناك اتفاق على أن تنقسم فترة المراهقة إلى مرحلتین هماء المراهقة المبكرةء المراهقة المتأخرةء وتبداً 
مرحلة المراهقة المبکرة مع سن البلوغ وتنتهی فی سن ۱۱ أو ۱۷ سنة أو عند التحاق المراهق بالصف الثانی أو 
الثالث الثانوی آما مرحلة المراهقة المتأخره فتبداً فی نهاية التعلیم الثانوی وتمتد إلى مرحلة التعلیم الجامعی» 
وفی المرحلة الأخيرة وهی التی یستعد فیهاالمراهق لدخول مرحلة الرشد فیستعد لذلك مهنیّا ویتعرف بشکل آکثر 
٦‏ المرحلة اٍلی ۲۰ سنة آو آکثر. 

وفیمایلی عرض لخصائص طلاب المر حلة الثانوية من حیث: 
النمو الجسمی 
قوية تعکس شعورة بعدم الاستقرار ومن آهم المشکلات المصاحبة للنمو الجنسی للمراهق هو ظهور حب الشباب 
والتهیجات الجلدية للمراهق والمراهقة» وكذلك المعاناه الجسيمة المصاحبة عند المراهقه مثل: الصداع وآلام 
نا الاستفادة من مادة الریاضیات والعلوم وتطبیقاتها العملية التی تعمل على تنمية جوانب النمو الجسمی 

بآیعادها المختلفة . 
دا الاهتمام بالأهداف المعرفية فى المواد المختلفة لتعریف الطلاب وتبصیرهم ببعض المشکلات کممارسة 

التدخین واختیار الاصدفاء. 
اللمو الحركى 

ينتج عن النمو الجسمی السریع ميل الطالب إلى الکسل والخمول ویکون قلیل النشاط والحركة » والمراهقون 

۱۷ 


المصد مض 





فى بداية هذه المرحلة یکون توافقة الحرکی غير دقیق وتتسم حرکاته بعدم الاتزان وكثيرًا ما يصطدم بالأجسام 
التی تعترضه أو تسقط من بين يدية الأشياء التی یمسك بهاء ومما يساعده على عدم استقراره الحرکی تعرضه 
لنقد الکبار وتعلیقاتهم وتحمیله العدید من المسئولیات الاجتماعية. مما قد يسيب له الارتباك وفقدان الاتزان. 


التطبیقات التر بوية لخصائص النمو الحركي: 
ی را اک ٭٭ٴٴ اف ایا 
ذا تضمین بعض موضوعات الریاضیات بالانشطة الحركية بالتعاون مع معلم التربية الرياضية . 
ل الم 

7۶٣۲‏ ص۶ و ا ا اير ہہ ل کک ا ا 
تخل نی ا ل ا ا ا ل ا ل ی 
بو ای مات ل مره اس ی ام تراسا ۷۷٢٠٢٠‏ 
8 +8 اخاعت ا ا اس رس ال و تون مسا 
لتفريغ الانفعالات والهروب من القلق والضیق النفسی. 
التطبیقات التربوية لخصائص النمو العقلي : 
۴ رایع سای ای ای ی اتکی 
مراعاة الفروق الفردیه بین الطلاب واشراکهم فی بعض المهام والتکلیفات فی ضوء قدراتهم. 
القدرات والعملیات المعر قبه 








ا 


تختلف القدرات عن العمليات المعرفية. فالقدرة ھی ما يستطيع الفرد عمله أو القيام به بينما تتعلق العملية 
المعرفية ہما يحدث فى العقل ذاته آو بما يدور فى العقل وهو يستجيب للمتغيرات المختلفة وعليه فإنه يمكن 
القول بإن القدرة تشمل على العمليات المعرفية وأنواع مثيراتها والأشكال المختلفة لاستجاباتها؛ ولذلك فان 
القدرة تؤكد على الناحية العقلية البحته مثل القدرات الاستقرائیةء والعمليات المعرفية التى تعتمد على القدرات 
العقلية ھی الإنتباه الذی ينمو فى شدته ومستواه وطول مدته يستطيع المراهق استيعاب مشکلات طويلة معقدة 
فى سهولة ویسر والإدراك الذى يتأثر بنمو الفرد الجسمى والعقلی والانفعالی والإجتماعیء فینمو من المستوی 
الحسى المباشر عند الطفل إلى المستوى المعنوى المجرد عند المراهق» وتنمو عملية التذكر وتنمو معھا القدرة 
على الحفظ والاسترجاع والتعرفء والتذكر عند المراهق يعتمد على الفهم واستنتاج العلاقات بین العناصر التى 
يتم تذكرها ويتأثر تذكر الفرد للموضوعات المختلفة بدرجة ميله نحوها واستمتاعه بها وبانفعالاته وخبراته 
المختلفة وأيضا بنمو القدرة على الانتباه. 

أما عملية التفكير فإنها تتأثر عند المراهق بالبيثة المحيطة وبما تتضمنه من متغيرات تحفزه إلى الوان مختلفة 
من الاستدلال وحل المشکلات. تزداد قدرة المراهق علی التخیل المجرد المبنی علی الصورة اللفظية» کما تظهر 
القدرة المكانية لدی المراهق فی قدرته على فهم الأشكال الهندسية المختلفة وإدراك العلاقات المكانية فی سهولة 
تصور حرکات الأشكال والمجسمات. آما القدرة العددية فتوضح فی القدرة على إجراء العملیات بسهولة وسرعةء 
وتظل القدرات مطردة فی نموها خلال فترة المراهقة وفترة الرشد. ما عدا قدرة السرعة الادراكية فانها تضعف فی أواخر 
۱۸ 


المقدمص 





TT 
النموالإنفعالى‎ 

ترتبط انفعالات الفرد يتغييرات عضوية داخلية یصاحبھا مشاعر وجدانية وتغيرات فسيولوجية وكيميائية 
داخل الجسم. وتؤثر بيئة الفرد فى تلك الانفعالات» فهى بمثابة متغیر لهاء وللنمو أثر فى تغير وتطور الاستجابات 
للمثيرات» ولكن المظاهر الداخلية تكون أقرب للثيات والاستقرار منها إلى التغیرء وتتسم مرحلة المراهقة أنها 
عنيفة فى حدة الإنفعالات» حيث نجد المراهق دائم الثورة على الأوضاع متمردًا على الکبار. كثير النقدء ويشعر 
المراهق بأن الأسرة والمدرسة والمجتمع لا تقدر موقفه. ولا تحس بإحساسه الجدید. لذا فهو يسعى دون قصد 
لآن يؤكد نفسه يثورته وتمرده وعناده. 
التطبيقات التربوية لخصائص النمو الانفعالى: 
نا تنمية الثقة والاستقلالية لدى الطلاب من خلال مشاركة المعلم للطلاب فى عرض افكارهم ومشاركتهم 
۵ اجتناب المعلم لاساليب العقاب غير التربوية (كالعقاب البدنی ۹ أو السخرية أو الاستهزاء ... الخ 
النمو اللإجتماعى 

مع بداية مرحلة المراهقة تزداد مجالات النشاط الاجتماعیء ويتنوع الاتصال الشخصى بالمعلمين والقادة 

والرفاق وغیرهم. وباتساع دائرة العلاقات والتفاعل الاجتماعى يتخلص المراهق من بعض جوانب الأنانية التى 
تطبع سلوكه فى مرحلة الطفولة فيحاول أن يأخذ ويعطى ويتعاون مع الآخرين وأثناء تفاعل المراهق وتعامله مع 
LEAN‏ الثقة بالنفس وتأکید الذات» ومحاولته اشعار التخرین بأهمیته کفرد له کیان مستقل» 
هذا ما یؤکد ميل المراهق للعناية بمظهره وملابسه وطریقه حديثة فنجده یتحدث كثيرًا عن نفسه وعن قدراته 
وتفوقه وفی مجالات التحصیل أو فى مجالات الرياضة. 
التطبیقات التربوية لخصائص النمو الاجتماعي: 
٥۶‏ وال ۹ اه Ce‏ 
دا تنمية التفاعل الاجتماعي بين الطلاب والمعلمین. 


ادراة وتنظیم بیئۃ التعلم النشط 
تتمثل الادارة الجيدة للمعلم لبيثة التعلم والتی تعتمد على مشاركة الطلاب فی التخطیط والتنفيذ للعملية 
التعليمية عاملاً مهما على توفير الجهد والاستغلال الأمثل لموقف التعلیم» وعنصرا مهما فى تحقیق الأهداف 
التعليمية المنشودة. 
ومع ظهور الأساليب التربوية الحديثة التی تؤكد على ضرورة أن یکون الطالب هو محور العملية التعليمية 
وأن یکون له دورًا إيجابيًا فی العملية التعليمية وبالتالی من المفضل إشتراكه فى إدارة هذه العملية. ومع التأكيد 
على دور التعلم النشط وهو ما آدی فی جملته إلى إدارة بيثة التعلم بتلك التغیرات التربوية» ومع مراعاة خصائص 
طلاب المرحلة الثانویةء حیث تختلف إدارة بيثة التعلم التی يتمركز فیها التعلیم حول المتعلم» أو مما یسمح له 
۱۹ 
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القيام ببعض الأعمال الادارية داخل الفصل الدراسی» ویتطلب ذلك منح الطلاب بعض الحرية فی إدارة بيئة التعلم 
ذاتیّا تحت توجية وإشراف المعلم الأمر الذى یتطلب وضع مجموعة من القواعد العامة للتعامل داخل بيثة التعلم 
یتوفر بها الشروط التالیه: 
لا ان تكون متوافقة مع قواعد وسیاسات المدرسه وداعمه لها 
نا (مثل: الأهتمام بنظافة المكان - احترام المعلم - احترام الإدارة المدرسية - احترام الزملاء.....) 
نا ان تحدد مجموعة من الأسس التى يجب توافرها فى السلوك السوى للطلاب. وأن يدعم كل سلوك بمبررات 
عقلانية» بشکل یبین ضرورة هذا السلوك وفائدته لسیر العمل فی الفصل بشکل ایجابی. 
دا إن تکون مقبولة من المعلم والطالب. وهذا یستلزم أن یتعاونا فی وضعها. 
مکونات ادارة بيئة التعلم 
حين تکون إدارة بيئة التعلم عملیه مشترکه بین المعلم والطلاب. فان هذا یعنی ضرورة اعادة صیاغه المعلم 
لأدوارہ حيث يقوم بتعظيم دور المتعلم. وأن يصبح المعلم عضوًا فى جماعة أو قائدًا فى فریق آکثر من کونه 
المصدر ۹ السلطة. 
إن بيئة التعلم قد تکون حجرة الدراسة أو المعمل أو المکتبة أو حجرة الوسائط المتعددة أو غير ذلكء حیث 
یوجد الطلاب مع معلمهم یخططون وینفذون معا عددًا من الانشطة التربویة» ومن ثم فإن مکونات بيئة التعلم 
تتمثل فیما یلی: 
ذا التخطیط الجید لتحدید خطوات وطریقه تنفیذ العملیه التعلیمیه 
ذا التنظیم المادی للفصل لمجابهه احتیاجات العملية التعلیمیه 
دا تحدید اسالیب أو طرق التفاعل بين المعلم والطلاب. 
د تهيئة مناخ الفصل لمجابهة احتیاجات الطلاب لتحقیق الأهداف المنشودة 
٦۹‏ ضیط سلوك الطلاه. 
دا استغلال البيئة المحيطة آفضل استغلال لاحداث عملية التعلیم / التعلم الجید. 
دا الاستغلال الأمثل للوقت لتحقیق اکبر وقت ممکن للتعلیم. 
وتحدد هذه المکونات الجوانب التی يجب أن يركز علیها المعلم عند وضعه تصورّا لادارة فصله بما يضمن له النجاح 
فی مهمته. 
السمات والمهارات اللازمة لادارة بيئة التعلم النشط 
یتطلب نجاح المعلم فى قیادته التربوية لبيئة التعلم إلى توافر مجموعة من السمات والمهارات الأساسية وهی 
كلها لازمة لنجاح المعلم بدرجات متفاوته ومنها: 
السمات الشخصية: وتشمل المبادآه الثقة بالنفس» والقدرة على الابتکار وتحمل المسئولية» ضبط النفس» الحزم والسرعة 
فى اختیار البدائل 
المهارات الفنية: وهی المعرفة المتخصصة فى فرع من فروع العلم والکفاءة فى استخدام هذا الفرع بما یحقق الهدف المنشود 
N 81‏ والتدریت 
مهارات اجتماعبة وتعنی قدرة المعلم على التعامل مع طلابه وتنسیق جهودهم وخلق روح العمل الجماعی بينهم» وایضا 
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قدرته على الارتفاع والتأيثر ومواجهة المشاكل والتصدى لها بأسلوب ناجح. 
تنظيم بينة التعلم النشط 

تحتاج إدارة بيئة التعلم إلى عناية فائقة من المعلم للتنظيم والتخطيط والترتيب» ويعد الفصل وترتيبه أحد 
العوامل الرئيسية لنجاح عمل المعلم لتحقيق أهداف التعلم النشط. ولذلك يجب على المعلم أن يراعى عدد من 
النقاط الهامة وهى: 


المرونة: وتعد حجر الزاوية فى تنظيم الفصل؛ لأنه مهما نظم المعلم فصله فسوف يتم تعديله عند التطبيق 
لیناسب احتیاجات الطلاب واستر اتیجیات التدریس المستخدمة. 
)٤(‏ نوع الانشطة: يجب أن يضع المعلم فی اعتباره أن النشاط الذی سوف یقوم به الطلاب هو الذى يحدد شکل الفصل 
وترتیب مقاعد الطلاب وحرکاتهم مثل: التعلم الفردی - التعلم التعاونی - تعلم الاقران وهکذا. 
)٥(‏ تنظیم الاثاث والمواد والادوات: تنظیم الفصل للتعلم النشط یعنی تنظیم المکان حتی یمکن للطلاب العمل بمفردهم 
أو فى مجموعات كبيرة» و إن أمكن يستخدم أثاثا سهل الحركة حتى يمكن إعادة ترتيبه. 
() المصادر التعليمية: یجب ان یحتوی جزء من الحجرة على المصادر التعليمية وتکون مناسبة للطلاب من حیث 
المستوی العمری وتحدی قدراتهم. 
(۷) مراعاة الفروق الفردية بین الطلاب. 
ادارة وقت التعلم بفاعلیه 
أن التخطيط لادارة الوقت بمثل عاملاً مهم فى التعلیم داخل الفصل وهنا التخطيط يمر بالخطوات التالية: 
دراسة استطلاعية للوقوف علی کيفية استغلال الوقت ویدخل فیها دراسة السجلات المختلفة الخاصة بالتدریس 
اط 
تحدید الا هداف المستهدفة بدقة. 
تحدید الأولويات والمهام اللازم تنفیذها. 
وضع خطة للعمل یحدد فیها الوقت اللازم لكل مهمة من المهام فی ضوء الأهداف والاولویات . 
تنفیذ هذه الخطة وفق جدول زمن محدد. 
متابعة تنفيذ الخطة وتقویم الاداء. 
ایا رل را رس ات ارت 
وتشیر هنا إلى أن التخطیط لدرس ما لابد أن يرافقه زمن کل مرحلة من مراحل التدريس» وعلی المعلم أن ینجز خطته 
تبعًا للزمن المحدد» ولکی یحسن المعلم من إدارة وقته داخل الصف ینبغی عليه أن یقوم بالاتی: 
الا لتزام بوقت الحصة من حيث توقیت بدايتها وتوقیت نهایتها. 
تحلیل المشکلات التی یمکن أن تواجهه آثناء الحصة وتستنفذ وقتها واسبابها وكيفية علاجها. 
التخطیط الجيد لدرسه حیث یساعده ذلك على إدارة الفصل بفاعلية واستثمار وقت الحصة. 


بناء جدول مواصفات ال"خنبار التحصيلى 
يهدف الاختبار التحصیلی إلى تحدید مقدار ما اکتسبه أو تعلمه المتعلم الامر الذی يسمح بمقارنه مستوی تحصیل 
الطالب بمستوی تحصیل غيره من الطلاب الذین طبق علیهم نفس الاختبار ولبناء الاختبار التحصیلی عدة خطوات: 
تحدید الأهداف (النواتج) التی يهدف المقرر إلى تحقیقها. 
تحدید محتوی الاختبار (أى الموضوعات التی یغطیها الاختبار) فى ضوء الاهداف التی یسعی الاختبار إلى تحقیقها» ومن 
وسائل تحقیق ذلك عمل جدول ثنائى یطلق عليه جدول المواصفات. وهو جدول ثنائی یتضمن الموضوعات التی يجب 
۳۱ 
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ان يغطيها الاختبار والاهداف التعليمية للمقرر الدراسی (نواتج التعلم)» والاهمية النسبية (الوزن النسبی للموضوعات 

والاهداف). واستخدام جدول المواصفات يزيد من احتمالية تمثیل الاختبار للجوانب الهامة للمقرر الدراسی» ونسب 

تمثيلها للأهداف المنشودة» الامر الذی يرفع من صدق هذا الاختبار كما أن استخدام هذا الجدول يعمل كموجة للمعلم 

فی اختیار الاأفکار التی یجب ان یتضمنها الاختبار. 
خطوات |عداد جدول المواصفات 

تحدید نوات التعلم للمقرر الدراسی والأوزان النسبية لكل منها والتی تعکس الاهتمام الذى تحظی به فى عملية التدريس» 

وتکتب آعلی اعمدة جدول المواصفات. 

تحدید موضوعات المقرر الدراسی» ونسبة تمثیل كل منھاء ولکی یتسنی للمعلم أو معد الاختبار تحدید الأوزان النسبية 

أو نسبة تمثیل موضوعات المقرر الدراسی یمکنه الاستعانة بالموجهات التالية: 

الزمن المخصص لتدریس كل موضوع من موضوعات المقرر الدراسی. 

وبعد تحدید الموضوعات التی یتضمنها المقرر الدراسی» والأوزان النسبية لکل منها تکتب هذه الموضوعات افقيًا على 
صفوف الجدول. وینشاً عن تقاطع الأعمدة التی تمثل نواتج التعلمء والصفوف التی تمثل الموضوعات عدد معين من خلایا 
(الخانات) التی تحدد وتعکس درجة تمثیل كل موضوع من موضوعات المحتوي التی تحدد بدورها نسبة الاسئلة أو عدد 
الاستلة التی يجب أن یتضمنها الاختبار بالنسبة لکل موضوع من موضوعات المحتوی ‏ والوزن النسبی المحدد لکل موضوع 
من موضوعات المحتوی ولتحدید الاهمية النسبية لکل خلية من خلایا جدول المواصفات يتم اتباع الخطوات التالية: 

يتم تحديد وضع الخلية. 

يتم تحديد (الموضوع) الذى يتقاطع مع الخلية. 

يتم تحديد النسبة المئوية الكلية للصف. 

يتم تحديد النسبة المئوية الكلية للعمود (الهدف) الذى يتقاطع مع الخلية. 

يتم تحديد النسبة المئوية الكلية للعمود . 


۲۲ 





الوحدة الأولى: الاشتقاق وتطبيقاته 


١ 
۲-۱ 
۰۴ 
6 -۱ 
0-١ 


اشتقاق الدوال المثلثية. ل لوي ا ا ص ص ل ص ےسا مہ رہ 
الاشتقاق الضمنى والبارامترى. ااا 
المشتقات العلیا للدالة. 7 9999 0 
معادلتی المماس والعمودی لمنحنی. وو کوہوووسواھوووووو و کو وو وہہ 
المعدلات الزمنية المرتيطة. وو وھ وھچ چو چو ت اك 


الوحدة الثانية: تفاضل وتكامل الدوال الأسية واللوغاريتمية 


۲ 
NT 
٣۲٢ 


دالة الأساس الطبیعی واللوغاریتم الطبیعی. يت 
مشتقات الدوال الأسية واللوغاريتمية. yS‏ رو رر رت ه8 
تكامل الدوال الأسية واللوغاريتيمة. 00000000 سس ا 


الوحدة الثالثة: سلوك الدالة ورسم المنحنيات 


۱-۲ 
۲۲ 
۲-۲ 
٤٢ 


تزايد وتناقص الدوال. ا ا۷6 
القيم العظمی والصغرى ( القيم القصوى ). 100 1 1 0 a‏ 
رسم المنحنیات. e e r ag‏ 
تطبيقات على القيم العظمى والصغرى. oo‏ 


الوحدة الرابعة: التكامل المحدد وتطبيقاته 


٤ 
۲-6 
¢ 
5-4 
۵ - 


طرق التكامل. 77ب_ب77ب77ببب0ييي00 30000770 
تكامل الدوال المثلثية. 101007 
التکامل المحدد. اک + 
المساحات فى المستوى. الا 101010101011 
حجوم الأجسام الدورانية. و e‏ ا کم 
ملاحق دلیل المعلم. وو وڈ ور جو مد کو وو وو ےی نت 


۳۳ 
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الوحدة الاولی 
الأشتقاق وتطبیقاته 
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لك ۱1۱3 


سبق أن درس الطالب مفهوم دالة التغير» ومتوسط التغيرء ومعدل 
التغير واستنتج من ذلك المشتقة الأولى للدالة وعرف تفسيرها 
الهندسى (ميل المماس)ء كما تعرف على قابلية الاشتقاق للدالة 
(المشتقة اليمنى والمشتقة الیسری) واستنتج من ذلك العلاقة بين 
الأشتقاق والأتصالء ودرس بعض قواعد اشتقاق الدوال كمشتقة 
الدالة الثابتة والدالة د : د(س) = س ۵ ومشتقة الدالة د (س) = سء 
د (س) - ااسن» كما تعرف على مشتقة كل من: 

4 جموع دالتین أو الفرق بینها 

4 حاصل ضرب دالتین 

> دالة الدالة (قاعدة السلسلة) 


ہچ ے 1 





4 مشتقة الدالة ص - [د (س) ]ن 
4 مشتقةبعض الدوال المثلثية. 
گیا استخدم المشتقات فى تطبيقات هندسية مثل إيجاد معادلة 
المماس والعمودى لمنحنی الدالة عند نقطة عليه. 
واستکمالا لهذه الدراسة سوف يدرس الطالب فى هذه الوحدة: 
4 مشتقات الدوال المثلثية قا س» قتا س» ظتا س 
4 يوجد الأشتقاق لدوال ضمنية (صريحة ضمنية» بارامترية» ....) 
4 يوجد المشتقات العليا (الثانية » والثالثة) لدوال مختلفة ويتعرف 
يقة التعبير عنها. 
4 يوجد معادلة الاس والعمودی لمنحنى عند نقطة عليه. 
۹ يستخدم العدلات الزمنية المرتبطة فى حل بعض التطبيقات 
الفيزيائية. 


دی 


0 


۱ الا 30 تقاق وت لبیقاتہ 


Differentiation and it’s Applications 
سے 3 زج‎ 


فى دراستك السابقة للدوالء تعرّفتَ على دوال صريحة فى متغير واحد على الصورة ص = د(س) والعمليات 
على هذه الدوال وتركيبهاء كما بحثتٌ قابلية اشتقاق الدالة المتصلة على مجال ماء وأمكنك إيجاد المشتقة الأولى 
للدوال الجبرية وبعض الدوال المثلثية. 

فى هذه الوحدة نستكمل دراسة اشتقاق الدوال المثلثية وتعرّف دوال أخرى لا يمكن فصل متغیراتھاء حيث 
ترتبط المتغيرات بعلاقة ضمنية أو بتعريفها من خلال متغير وسيط يعرف بالمتغير البارامترى؛ مما يتطلب 
دراسة أنماط أخرى للاشتقاقء مثل الاشتقاق الضمنىء والاشتقاق البارمترى الذى يعتمد على مشتقة دالة الدالة 
(قاعدة السلسلة) فى اشتقاق الدوالء كما نبحث وجود مشتقة مشتقة الدالة (المشتقة الثانية للدالة) فی إطار 
دراسة المشتقات العليا للدالة والتى تفسح المجال لدراسة تطبيقات حياتية متعددة. 

كما تهتم هذه الوحدة ببعض التطبيقات المهمة للاشتقاق فى مجالات متعددة للرياضيات والفيزياء والاقتصاد 
والعلوم البيولوجية من خلال دراسة معادلتى المماس والعمودی على المماس لمنحنی, والمعدلات الزمنية 
المرتيطة لتساعدك على نمذجة وحل بعض المشكلات الحياتية التى قد تصادفك. 


9 5 
لا أهداف الوحدة 


فى نهاية الوحدة وبعد تنفیذ الأنشطة من المتوقع أن يكون الطالب قادرًا على أن: 
5# يوجد مشتقات الدوال المثلثیة قاس قتا س » ظتاس. # يوجد معادلتى المماس والعمودى لمنحنى عند نقطة تقع عليه کتطبیق على 
# يوجد الاشتقاق لدوال ضمنية (صريحة » ضمنية » بارامترية...). الاشتقاق. 
# يوجد المشتقات العلیا (الثانية والثالثة) لدوال مختلفة ويتعرف طريقة التعبیر * يوجد المعدلات الزمنية المرتبطة متضمنة التطبیقات الفيزيائية. 
f‏ ينمذج ويحل مشكلات حياتية واقتصادية. 








مخرحات التعلم: 

فى نهاية الوحدة وتنفيذ الأنشطة فيها من المتوقع أن يكون 

الطالب قادرًا على أن: 

7 يوجد الاشتقاق لدوال ضمنیة (صريحة » ضمنیة » بارامترية...) 

# يوجد المشتقات العليا (الثانية والثالثة) لدوال مختلفة ویتعرف 
كتطبيق على الاشتقاق 

7 يوجد المعدلات الزمنية المرتبطة متضمنة التطبیقات الفيزيائية. 


كاب الرياضيات اة د التفاضل والتكامل 








1 35 ۳5 7 
ب المصطلحات الاساسية 
2 الاشتقاق(التفا ضل ( Differentiation‏ < اشتقاق بارامتری Parametric Defferentiation‏ < معدلات مرتبطة Related Rates‏ 
< المشتقة الأولی First Derivative‏ < مشتقات عليا Higher Derivatives‏ < دالةالطلب Demand Function‏ 
2 دالة مثلثية Trigonometric Function‏ 2 ميل المماس Slope of the Tangent‏ < التکلفة الكلية Total Cost‏ 


Marginal Cost التكلفة الحدیة‎ < Equation ofthe Tangent معادلةالمماس‎ 3  Eplicit Function دالة صريحة‎ < 





2 دالة ضمنية function‏ :لام ہا < معادلةالعمودى Equation ofthe Normal‏ < الایراد الحدی Marginal Revenue‏ 


وسیط (بارامتر) Parameter‏ 3 معدل Rate‏ < الر بح الحدى Marginal Profit‏ 


ڈ اشتقاق ضمنی Implicit Defferentiation‏ مھا ات ا 7 ۵ ک ۱ وه نذه دو | ۱ ET‏ ۵ 
Lag‏ 2 سے 
8 دروس الوحدة 9 الأدوات والوسائل التفكير الناقك - التفكين الابداعى- التفكير التحليلى- حل 


الدرس :)١ - ١(‏ اشتقاق الدوال المثلثية الاجاسية رسومة 

۲ الاشتقاق الضمنى والبارامترى  <‏ حاسب آلی مزود ببرامج رسومية (607۵ بهرطهومع6) المشكلات. 
المشتقات العليا للدالة 
معادلتی المماس والعمودى لمنحنی 
المعدلات الزمنية المرتبطة 


١( الدرس‎ 
١( الدرس‎ 
١( الدرس‎ 


١ 


۳ 


:) 
:) 
1 
:) 


٥ 





الوسائل التعليمية المستخدمة: 
السبورة التعليمية- سبورة مربعات- طباشير ملون- الة حاسبة 
علمية- حاسب آلی مزود ببرامج رسومية .(Geo Gebra)‏ 


مشتقات الدوال المثلثیة 


الاشتقاق الضمنر جع 





معادلتی المماس 


٤٥‏ ك العرض المباشر- المناقشة - العصف الذهنی - الطريقة 
225 الأستنباطية- التعلم التعاونی- حل المشکلات. 


الاشتقاق البارامتری 


المشتقات المتتالية 





تتمثل فى الاسئلة الشفهية والتحريرية الفردية والجماعية آثناء 
الدرس وبعد الدرس والأنشطة المقترحة وسلم التقییم الخاص 
بکل منهاء والتکالیف الجماعية والفردية وتدریبات عامة على 
الوحدة والأختيار الترا کمی فی نهاية الوحدة. 





یوضح المخطط التنظیمی للوحدة: 
آولا: المشتقات المقررة علی الطالب وهی 


- مشتقة كل من :ظل التما- قاط التمام- القاطع. 
- الاشتقاق الضمنی 

- الاشتقاق البارامتری 

- المشتقات ذات الرتب العلا 

ثانیّا: تطبیقات الأشتقاق 

وتتناول: 

- معادلة المماس والعمودی 

- المعدلات الزمنية المرتبطة ونتناول هذه التطبیقات الاتی: 
- تطبيقات هندسية 

- تطبيقات فيزيائية 

- تطبيقات أقتصادية 

- تطبيقات بيولوجية 


كناب الطالب - الصف الثالث الثانوی ۲۵ 

















ب۰ ۰ یی 
حلفدة: 
© 


ي 





سبق أن درس الطالب إيجاد مشتقة بعض الدوال الجبريةء كما 
تعرف على مشتقة الدوال المثلثیة الأساسية (جا س ء جتا س › 
ظا س) وفى هذا الدرس يتعرف على مشتقات بعض دوال مثلثیة 
أخرى وهی (ص = ظتا سء ص = قتا سء ص = قا س). 


مخرحات الدرس: 

فى نهاية هذا الدرس وتنفيذ الأنشطة مبنية من المتوقع أن 
يكون الطالب قادرًا على أن: 

4 ۱- يوجد مشتقة الدالة المثلثية د (س) = ظتا س 





4 ۲- يو جد مشتقة الدالة المثلثية د (س) = قا س 


4 ۳- يوجد مشتقة الدالة المثلثية د (س) = قتا س 


مفردات اساسية 





دال ثلشة - I‏ 


4 ظتا س Cot (xX)‏ 
4 قاس ) Ses (X‏ 
4 قتا س ای 


المواد التعليمية المستخدمة: 


السبورة التعليمية - طباشير ملون- جهاز عرض فوق راسى - 
شفافيات- آلة حاسبة علمية- برامج رسومية للحاسوب. 





طرق التدريس المقترحة: 
العرض المباشر- المناقشة - العصف الذهنى - حل المشكلات. 


مكان التدريس: 


الفصل الدراسى - غرفة الحاسب الآلى (الوسائل المتعددة) 


مصادر ا د4 لتعليم: 
كتاب الطالب من صفحة )٤(‏ إلى ص )۱١(‏ - الشبكة الدولية 


w 


0 اشنفان الدوالآالمتلت4 


سبق لك دراسة اشتقاق بعض الدوال المثلثية» وفى هذا الدرس سنذكرك ببعض 
المفاهيم الأساسية فى الاشتقاق لتتعرف مشتقات دوال مثلثية أخرى. 


تعلم أن معدل تغير الدالة دعند النقطة (اء د())۔ نا 2-۳١‏ بشرط أن 


ھّے ۰ 





تكون النهاية موجودةء وهو أيضًا مشتق الدالة د عند نفس النقطةء ویرمز له بالرمز 
)٥۸‏ ویکون ميل المماس لمنحنی د عند النقطة ( | د(أ)) = (ا) 
من قراءتك البيانية للشكل المقابل ناقش قابلية الدالة د للاشتقاق عند: 












= حےء و د بے 
س من آج س 2 









س 3 ]أء ب[ » س3[اء ب] 





لاحظ أن : 
ميل المماس معروف لجميع 
نقط المنحنی باستثناء عند 
















































س = ب» س = ج وعلى ذلك فإن: س ج ہے 
١‏ الدالة د غير متصلة عند س = ج فهى غير قابلة للاشتقاق عند ج 
۲- الدالة د قابلة للاشتقاق عند س = | لأن 4(ا) موجودة 





















_ کا الأدوات المستخدمة ۳ الدالة د غير قابلة للاشتقاق عند س - ب لان : 
0" 


المشتقة الیمنی “(ب") ۶ المشتقة الیسری د(ب) 

>٤‏ تکون الدالة د قابلة للاشتقاق على الفترة ]| » ب[ إذا وجدت مشتقة للدالة عند 
كل نقطة تنتمى إلى هذه الفترة. 

٥‏ تکون الدالة د المعرفة على الفترة المغلقة [أء ب] قابلة للاشتقاق إذا وفقط إذا كان 
كل من ۰)1(/۵ /(ب) له وجود. وكانت د قابلة للاشتقاق على الفترة ]أء ب[ 

تذكر : قواعد الاشتقاق 


١‏ س [ادرس)] -اهرس)ء ادع 


5 برامج رسومية للحاسوب. 








د(س) 
۷ صن 
97۶٤٣‏ || "۰۰۰ 
جاس (سک) | جتاس 
جتاس (سک) | -جاس 


ظاس (سک) | قاس 


5 ذکر الطالب ببعض المفاهيم الأساسية للأشتقاق وهو ما 
يتعلق بالعلاقة بين الأتصال والاشتقاق والرسم الموجود من 
ص )٤(‏ يوضح ذلك. 

× أطلب إلى الطلاب إيجاد مشتقة كل من الدوال الآتية: 


۲ 
[اد(س)] 

























کتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 





و س 





حت ای ررس 
۳ مشتقة حاصل ضرب دالتين- 
× مشتقة ناتج قسمة دالتين مع إعطائهم أمثلة عددية بسيطة 
تذكرهم بهذه القواعد. 
xX‏ اكد إلى الطلاب على مفهوم دالة الدالة لما له من أهمية 
قصوى فى إيجاد مشتقة الدوال المثلثیة فى هذا الدرس. 


٦‏ كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 






































































اشتقاق الدوال المثلثية 


[د(س) + ر(س)] = ۵ (س) ± ر/(س) 


[د(س) × ر(س)] = د(س) ٠‏ ر/ (س) + ر(س) 75١‏ (س) 


كى دس _ ر(س) ۰ (س) - د(س) ٭ر> (س) > ر (س) # ۰ 
وس ر(س) ر(س)] 


إذا كانت ص = د(ع) قابلة للاشتقاق بالنسبة إلى عء ‏ ع - ر (س) قابلة للاشتقاق بالنسبة إلى س ء 


فان ص = د [ر (س)] تكون قابلة للاشتقاق بالنسبة إلى س 
ف کص ی ہج ا 1 

ویکون : PF‏ 5 × | قاعدة السلسلة] 

7 


د[ر(س)] = 4 [ر(س)] ٥ر‏ (س) 
و س 


آی ان : 
إذا كانت د دالة قابلة للاشتقاق بالنسبة إلى س » ن عددًا حقيقيًا 


سے 4 
فان : 
عن 


8 تفلم _ 
۱- مشتخة د301 خل التمام 
إذا كانت ص > ظتاس حيث س 3 ع2 س عو ن 1 » ن 3 صہ 





فإن: سس (ظتا س ) = - قتا" س 
لاحظ أن : 


وص _ ی ا١ا‏ ہے معام 


وس وس ظاس' وس ` جاس 














_ جاس × -جاس - جتاس × جتاس _ 0 ١‏ 
(جاس)؟ (جاس)" 
۲- مشتقة دالة القاطع 
إذا كانت ص - قاس حيث : 
س3عء س ۳ 7238ھ" ن 3 صہ 
فان: 


س (قاس) = قاس ظاس ( تحقق من ذلك) 











کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوی 























اشتقاق الدوال المثا 





1۱۹ 
بعد استعراض مفهوم قابلية الدالة للأشتقاق وبعض قواعد 
الأشتقاق التی سبق للطالب دراستها ابداً بعرض الاتی: 


۱- مشتقة دالة ظل التام. ص (ه) 
× أكد إلى الطلاب بأن مجال دالة ظل التام 


ص = ظتاس هوع » س + ن7 ء أى أن الدالة غير متصلة 


× أطلب إلى الطلاب آثبات العلاقة: 


و 





- (ظتاس ) = - قتا" س 


ی جتاس 
وذلك باشتقاق الدالق: ل ۳*۱ 
کات ی اپ جاس 
ناتج قسمة دالتین 


۲- مشتقة دالة القاطع: ص (ه) 
۳ أكد إلى الطلاب بأن دالة القاطع 


I FF) 


س مج ۵ کما هو موضح بالشكل الجانی: 


دو 9 3 < 
x‏ اطلب اف الطلاب إيجاد .وس ( قاس ( کالاتی: 





۳ ص = قا س .'. ص = 


۰ 











س 
ء ص ۔(۔جاس) ‏ جاس ۱ 
ت ي ك Xx‏ 
وس جتا" س جتاس جتاس 
ومن 
= قا س ظا 
ےچ بے 


- مشتقة دالة قاطع التمام: 
مجال الدالة ص - قتا س هو 








١ 
- اذا كانت ص - قتا س‎ 
جتنا س‎ 
و ص‎ 
ظتا س قتا س‎ - = 
و س‎ 


× ناقش مع الطلاب ما جاء فى مثال (۱) ص (1) ثم ناقش مثال 


(0) ص )٦(‏ ص (۷) 


كناب الطالب - الصف الثالث الثانوی ۲۷ 












































































التقييم المستمر (المناقشة والحوار): 


× ناقش مع طلابك ما ورد فى بند حاول أن تحل ص )٦(‏ ء 
ص (۷) وتوصل معهم إلى الأجابات الصحيحة. 


حلول: حاول أن تحل )١(‏ ص )٦(‏ 


ص 
(i)‏ 7 - ۲ جتاس +۳ قتا" س 


و ص 











وص ۰ .۰ 5 .۰ 0 
(ج) 5 = قا س × قا" س + ظا س قا س ظا س 


= قا س [قا"س + ظا"س] 





وم ۶ص 


= قتا س × - قتا" س + ظتا س × -قتا س ظتا س 


= - قتا س [فتا اس + ظتا"س] 





و ص 0 (۱+ قا س) قاس ظا س - قا س قاس ظا س 





ود (١#قاس)‏ ل 
قاس‌ظاس (۱+قاس -قاس) 
۱ (۱+ قاس)۲ 
قاس ظا س 
۲۱ قاس)" 
و ھک 
(۱+قتاس) (+قتاس ظتا س) - ١(‏ - قتا س) × -قتا س ظتا س 


(۱+ قتاس)" 
قتاس ظتاس ( +١‏ قتا س + قتا س) 


(۱+ قتاأ س)۲ 
قتاس ظنا س(۱+ ۲ قتا س) 


(۱+ فتاس)۲ 


حاول أن تحل(۲) ص (۷) 


و ص 
(i)‏ جو (س۲ + ۳) * انس 





و ص ۱ 
= قاما ہے ۲ ×ظ۷ ۲۷ سس 
۳ س س TW‏ 


و ص 
ح جتا (قتا٣س)‏ × - قتا؟ س" ظنا۲ س' × ٦س‏ 
س 


و صن 
٦ = 6‏ قا ٢س‏ ظا ٢س ٦-‏ قتا ٣‏ س ظتا ۲ س 











و س 
ص = قتا" ٢س‏ 

ون 9 ۲ 

۳ = ۳ قتا" ٢س‏ × - قتا اس ظتا ٢س‏ ۲ 

س 
= ۔٦‏ قتا" ٢س‏ ظتا ۲ س 

ء ص ١ ١‏ 1 با 
© - = ۲س قاس + س۲» قا -- ظا سے 

اس ص سن عن ہن 


۱ ۱ ۱ 
= ٢س‏ قاس - قال ظا ۔_ 
س س سض 


۳۸ 





۳ - مشتقة دالة قاطع التمام : 
إذا كانت ص = قتا س حيث 





س3ع ء سے ن 7 » ن3 صہ 


فان : ے (قتاس) = - قتا س ظتا س 
ء س 

















لق مثال 
© أوجد مس لکل مما يأتى: 
و س 
(1) ص = ٣‏ س ° + ء ظتاس (ب) ص = ۲قاس - هو ظاس 


a‏ ۱- ظتا 
3 ۳ سس 
رفا ص ١‏ ظتاس 





جا ص = س" قتا س 


1 ككل ے ۴ × دس ٤+۶‏ (- قتا'اس) = ١١س‏ - ع قتا اس 


5 شر = ۳( قاس ظا س) - ه قاس = قاس | ۲ ظا س - ه قا س] 
س 


(ج) ک ص 





= ٣س٢‏ قتا س + س۲(- قتا س ظتاس) = س٢‏ قتاس [ ۳ - س ظتا س] 








و س 
© دص _ (۱+ظتاس) (قتا'س) - ١(‏ - ظتاس) (-قتااس) 
کی (۱+ ظتاس)۲ 
_ قتا" س[١‏ + ظتاس + ١-ظتاس]‏ ۲فتاس 
(۱ + ظتاس)۲ (۱ + ظتاس)۲ 
8 حاول أن تحل 
() آوجد بت إذا كانت ص تساوی: 
س 








698 ۲ جا س - ۴ ظتاس (ب) جتا س + ٤‏ قاس 





(5) قتا س ظتا و قاس 
0ن كنا بن +١‏ قاس ١‏ + قتاس 
فق مال 
© أوجد کک لكل مما يأتى: 


8 ص = قا(ه س +۲) 








(ب) ص = ظتا ( جتا ؟ س) 


(©) ص = قتا" (۳+۱س؟) 9 ص = (۳ - ۲ ظتا س)٣‏ 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


اشتقاق الدوال المثلثية ١‏ 


@ الحل 


8 ١ص‏ ۔ فا(ەس + ۲) کک نے 
و س 


بوص ی ٣‏ 
ویکون ص - قاع ار - قاع طاع 
لا ي 


1 [قاعدة السلسلة] 
وس رھ ء سس 


.. شك - قاع طاع × د = ٥‏ قا ٥(‏ س + ۲) طا( س + ۲) 


0 حل آخر: 
“سكل د[ر(س)] - ۵ [ر(س)] * ر/(س) 
وس 


ھا - قا(ہ س + ۲) ظا( س )٢٢‏ گے 


۵ + ۲ 
2 لح اين ( 


٥ =‏ قا (هس + ۲) ظا(هس + ) 
اب ص = ظتا (جتا ۲س) 
:. کک = - قتا"( جتا ٣‏ س) کہ (جتا ۲ س) 
وس ىدس 
= -قتا ۲ (جتا۲س ) × [-جا۲س × ۳] = "اجا س قتا" (جتا۲س) 
اجا ص = قتا" (۱ + ۳س۲) 
کے ۲قتا (۱ + ۲س۲) × -قتا (۱ + ۳س ) ظتا (۱ + ۳س۲) ٦س‏ 
سخ 
= ۱۲س ظتا (۱ + ۳س ) قتا" (۱ + ٣س‏ ) 
(۵) ص = (۲-۳ ظتا س)" 
۲ 


7 د ۳( - ۲ ظناس)" < - ۲( قتا س) د قتا" س (۲-۳ ظتاس)" 


61 حاول أن تحل 
© أوجد کے إذا كانت ص تساوى: 
سن 
û)‏ ظتا (س۲ سک ۳( 


(د) ۳قا۲س + ۲ قتا كس 


@ جا (قنا ۳ س") 
@ س'قا_ ل 
من 


(چ) قاما س-۲ 
(ه) - قتا" (۲ س + 7) 


کتاب الطالب - الصف الثالث الٹانوی 


کتای الزراضیات اة د التفاضل والتكامل 





























اہ _تمارين الدرس - 0 تا 
إذا كانت د. ر ء ق دوال قايلة للاشتقاق بالنسبة إلى س» أكمل ما يأتى: 
باستخدام القيم المعطاه فى الجدول المقابل: 
0 ق (س) = ۳ د(س) - ۲ر(س) 
0 ق (س) = د(س) [ه + ر (س)] 
© ق (س) = د(س) + [ر (س) + ۲] 
© ق (س) = دار (س)] 
(ق) ق (س) = ر [۳س - د(س)] 
© ق (س) = [س" + ر (س)]۳ 














آوجد "سك لكل مما یأتی: 

(۷) ص = س٣‏ ب ٢‏ قاس (۸) ص = قتا(؟ - ۲س) (6 ص = ظتا 2 - 

9 ص = ظا ظتاس) 9 ص = ١(‏ + ظناس )۲ ۔ ( ص = قتا(2 - 

9 ص = جتا۲س - ٥‏ ظتا×س ‏ 9 9 ص = طا۲س - قتااس ‏ 9) ص = جا" ۲س + قا"س. 
69 ص = قاس طا ؟ س 0 ص = ظتا' ۷ س © ص = قتا" (1+ س) 
(9) ص = ۳قا۲(۲س + 7) 9 ص - ۱۷ + قتاس 9 ص = س" ظتا ۲ س 


۲ ظتا قا 
9 ص = (قتاس + ظتاس)" © ص - سم 9 ص - س 


آجب عما يأتي: 


س 


69 إذا كانت ص = 2۲-۵۷ > ع = ق۲۱س أثبت أن بام ۶گ + ند . عند س = 


و س 


۵ أوجد ميل المماس لمنحنى الدالة د حيث ص = د(س) لكل مما يأتى: 
9 ص = ٢‏ ظناس + ۲۷ قاس عند س = 


98 ص = ۲طاس - قتا" س عند س = 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 





حلول تمارين الدرس (۱-۱) 
٠-0013 ©(‏ 
يفن 0207 
© 0043 -+ 0 ق( 
(۸) کے - - قتا (-٣س)‏ ظتا (۲- ۲س) ٣-×‏ 


و ص ١ ٠‏ 0 ع 
0 = - قتا" 5 6ے قتا' 
اس من “من س س 


۱۸- )۲(۲( 





و ص 
- ۲۱۵ ۱ _ ۲۱-۵ 
9 تدا ا ا و 
و ص 
9 ص = قتا س ٦‏ وہر ری ل يكنا 


دص 
0 --؟ جا ۲ س + ١١‏ قتا" ۲ س 
و س ۰ 


و ص 
= ۳ قا" ٣س‏ + ۲ قتا ۲ س ظتا ۲ 
© سجس - "قا ناس ۲۶ فتا × س ظتا ۷س 


كا .ی 1 ۱ 
2 وس - قا س ظا س ظا٢س‏ + قا س × قا" ٢س‏ × ۲ 











= قا س (ظاس ظا۲س + ۲ قا" ۲س) 





اشتقاق الدوال المثلثية ١-١‏ 





0 كد ٣=‏ ظتا' ۷ س ×-ققا س ظتاما س 


و س 
١‏ 


× 
۲ س 
ء ص 
(0۸) > -۲ قتا (۱+س؟) ×- قتا (۱ + س") ظتا (۱+س٣)‏ ×٢س‏ 
ء ضن 
(9) ص = مقا" س - حي ار ۳ ۳3 
= ۱۲ قا" ٢س‏ ظا ۲س 





2 و ص - قتا س ظتا س 
و ۲ ۱+ قتا س 


و ص ۱ 
39 ح ٢س‏ ظتا ٣س‏ - " س" قتا" ٣‏ س 
س 




















© ىو ص - (۲ س +۲) "قتا" ٣س‏ - ۲ ظتا “اس 
وس 0 ( ۲س + ۲)۳ 
- اس قتا" ٣س‏ - ۲۱۵۹ ٣س‏ - ۲ ظنا ۳ س 
1 (۲س + ")" 
© قدص _ (۱ قا س) ( - قاس ظا س) - ١(‏ - قاس ) (قاس ظاس) 
ون (۱+ قاس )۲ 
-؟ قا س ظا س 
u) 0‏ 
TIT 7 ۱‏ 
9 ص - ظلتا گے ٣٣×‏ س س = ظتاے- م سس 
تحن سس 2۳ 7 
= - قتا ۷ س ہے 
دن ۷٤‏ س 
ARIST‏ 
و س 3 ۲ 
ر ٢-٥‏ قا ۲س 
هو ص ۲×۲ قا ۲س ظا ۲س 
وس ۳ ۲-۵ق۲۱س 
u‏ 7 77 
جات ا طن 


<< ا بح تج 
7 ۱۳۲ 
۲ وق 
۳ 


و ص ۰ ۱ 
Ow»‏ --؟ قتا" س +۷ ۲ قاس ظا س 


و س 





ء ص 


ب7 سے “76 "ےھ 7 
۳ 9 + ۲ اليه ۰ ہت 0200 
7 1 5 3 ¢ لا ۶ 


= -۔٣×‏ ۲ لاما ۲ × ۱۸ ۲۳ ۱ - هع + ۲ - ۲-2 





دص 5 5 5 
جم = ٣قا"س‏ + ۲ قتاس قتاس ظتا س 





IY 70۳ . 7"  . 70۳ ہاں‎ 
۴0ج‎ 6 


al FECT TENS 


کقای الطالے > الضف الخالت الٹائری ۳۵ 














































يتناول هذا الدرس شقين أساسيين: 

أولهما: الأشتقاق الضمنى: 

حيث نجد أنه فى كثير من المعادلات يصعب فيها التعبير عن ص 
بدلالة س مباشرة لآن المتغير ص لا يمثل دالة صريحة بالنسبة 
إلى س وتسمى هذه الدالة غير الصريحة بالدالة الضمنية» لذلك 
يتطلب الأشتقاق الضمنی أن توجد مشتقة كل من طرفى المعادلة 
بالنسبة إلى أحد المتغيرين س | ص وفقا لقاعدة السلسلة. 
ثانيهما: الأشتقاق البارامترى وهو التعبير عن كل من الأحداثى 
السينى والصادى للنقطة (س ء ص) أن أمكن بدالة فى متغير 
ثالث وليكن ن يسمى بالبارامتر. 


مخرجات التعلم: 

فى نهاية هذا الدرس وتنفيذ الأنشطة المبنية من المتوقع أن 
يكون الطالب قادرًا على : 

-١‏ التعرف على الأشتقاق الضمنی و ایجاد المشتقة. 

۲- التعرف على الأشتقاق البارامترى و إيجاد المشتقة. 


مفردات أساسية: 





علاقة- دالة صريحة- دالة ضمنية- وسیط(بارامتر). 


المواد التعليمية المستخدمة: 


السبورة التعليمية - طباشير ملون- جهاز عرض فوق راسى - 
شفافيات- آلة حاسبة علمية- برامج رسومية للحاسوب. 





طرق التدريس المقترحة: 
العرض المباشر- المناقشة - العصف الذهنى - حل المشكلات. 


مكان التدريس: 


الفصل الدراسى - غرفة الحاسب الالی (الوسائل المتعددة) 


۱ 


LAID EREN FT 
و-‎ 


9 


الاشتقان الضمنی 
سبق لك ایجاد مشتقة دالة معرفة بالصورة ص ‏ د(س) وهی ذال صر يحة مضه ةداوه 
للمتغیر المستقل س حيث تحدد قيمة ص مباشرة متی علم قيمة س مثل : 

ص = ٤س‏ - هس +۲ » ص = جا(٢س‏ +۲ ع ص ... 
ویکون ص -؟١1س"_-ه‏ ›» ص/- ٢جتا(٢س‏ + 0۲ ص4- ےت 
ما إذا كانت ص مرتبطة بالمتغير س بمعادلة تحوى س » ص معًا مثل: 

س ص + ص - 4)١(١ = ٤‏ س" + ص" - =٩‏ +(۲) 

فكل معادلة تعرف علاقة ضمنية ہ٥ادا:‏ ااام”¡ بين س ء ص؛ تعبر عن العلاقة بين 
اخداقی نقاظة (س» ض) واقعة غلی منحناها البياتى؛ 


Implicit Defferentiation 






2 الاشتقاق الضمن 


 <‏ الاشتقاق البارامتری 


لأاحظ آن < 
-١‏ يمكن كتابة المعادلة س ص + ص - ٠ = ٤‏ بالصورة: 
ص(س + ٤= )١‏ پا e‏ 


وفى هذه الحالة تعرف العلاقة الضمنية دالة واحدة صريحة. 


مجموعة النقط (س . ص) التى 
تحقق المعادلة س۲ + ص" = ۹ ترسم 
دائرة مركزها نقطة الأصل وطول 
نصف قطرها ٣‏ وحدات» ومن 
اختبار الخط الرأسى نلاحظ أن 
العلاقة س" + ص" = ٩‏ لا تمثل دالة 







5 5 الأدوات المستخدمة ) 


٣ع‏ اس عليه 













































Scientific calculator 
س"‎ - ٩ = غير آن ص"‎ 

با قین 22 +91 - س٢‏ 

فیمکن أن تعرف العلاقة الضمنیة 
س" + ص" = ٩‏ دالتین صریحتین 
الأولى ص ۷-س٢‏ 

مجالها [-٣ء‏ ؟] ومداها [ 20 ؟] وقابلة 
للاشتقاق لكل س 3]-۰۳ ۳[ 





































كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 
كتاب الطالب من ص ( ٩‏ ) إلى ص ( ۱۳ ) الشبكة الدولية 


قيمة ل ص مباشرة متى علمت قيمة س . العلاقة الضمنية وهی 

علاقة بين س ء ص يصعب فيها أو ربما يستحيل فيها حل المعادلة 

لإيجاد قيمة ص بدلالة س. 

× أعط بعض الامثلة واطلب إلى الطلاب توضيح الدوال 
الصريحة فيها والعلاقات الضمنية. 

× تسمى الطريقة التى توجد بها المشتقة دون إعادة كتابة 


أخطاء شائعة: 

حااد سار سے اد ار لح 
حيث أن معظم العلاقات الضمنية تحتوی على ١‏ كثر من دالة 
صريحة كما هو معطى فى الأمثلة ص (۹). 


7 كاب الرياضيات اة د التفاضل والتكامل 






























































والثانية : ص ٩۷-2‏ -س۲ 

مجالها [ -۳» *] ومداها [-۳» ] 

وقابلة للاشتقاق لكل س3]-۳ء ۳[ 

فی کثیر من المعادلات على الصورة د(س ء ص) - ٠‏ يصعب التعبير عن مر 
ض بدلالة س مباشرة؛ أن المتغير ص لا یمثل دالة صر يبحة بالفسبة إلى ہس 
س 6 تسمى هذه الدالة غير الصريحة بالدالة الضمنية implicit function‏ 
عملية اشتقاق الدالة الضمنية (الاشتقاق الضمنی) یتطلب اشتقاق 
كل من طرفی المعادلة بالنسبة إلى أحد المتغیر ین س أو ص وفقًا لقاعدة السلسلة لتحصل على راو 
على الترتيب. 


ف مثال 


© أوجد کک إذا كان: 
































و 
(أاس” + ص" - لاس + ٥ص‏ = ۸ (©) ٣س‏ ص + ص" = س٢‏ ۔ ۷ 
© الحل 

/ چو کن 7 9 5 7 ىو نو‎ FEN 

"7 لاحظ أن المعادلة لا تعطی ص صراحة بدلالة سء لإيجاد شش نشتق طرفی )> 
المعادلة بالنسبة إلى س مع مراعاة أن ص دالة للمتغیر س وقابلة للاشتقاق فیکون: ‏ إذا كانت ص دالة فى س وقابلة 
أ٢‏ باون سے وو گے وا 

وى س ۶س و ص 
یو ص ۷ - ۲س۲ 


کےا ۲۷ ع 3ے اہین 7 5 00 وک قح 
2 راص 4 ) س نن اص صوی تک 
(ب) ۳۰.۰ س ص + ص" = س۲ - ۷ باشتقاق طرفی المعادلة بالنسبة إلى س. 


وص 


٢ -‏ 
وس س 


7 
و کے کے ۲ ۳ 
7 (٣س‏ ص ) + صن 


وص 


و ص 
تو جج ےو و وی ہہ ص ان 


یو ص 
سكع [۳ ۲ = ٢س‏ - ۳ 
2 3 ص] س ±= ۲ص 
3 حاول أن تحل 
و أوجد ۶گ إذا كان: 
۶ء س 


اس - ٥س‏ ص + ص" = ۶س 
2 مثال 


© أوجد كك إذا ان 


(ب) ظا۲ س E‏ ظتا ص = س ص 


کتاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتکامل 


١١ا‏ جا۲ص = ص جتا۲ س 





© الحل 
( [) باشتقاق طرفی المعادلة بالنسبة إلى س 
...جح (جا۲ص ) = کے (ص جتا ۳ س) 
وس دس 
جتا ۲ص × ۲ گت = ص [- جا٣س‏ × ۲] + جتا ٣س‏ اج ] 
وص ۲ دو 0 . ص ۳٣ص‏ جا٣س‏ 
| الج سس جتا ٣س‏ ] = - ۲ص جا؟ س ' وس بجنا لس - ٢جتا٢ض‏ 
() باشتقاق طرفى المعادلة بالنسبة إلى س 
گے (طا٢‏ ك (ظتاص) - کک 
کک 9 ص) 7 
ص كص 
وس 7 اوس 


(س ص) 
۲۲ ۲ س - قتا" ص + ص 
گا [(س + قتا'ص] = *قا"؟س - ص 
و س 
63 حاول أن تحل 


1 و : : 
(۲) آوجد > إذا كان: 


1 س جتاص + ص جتاس = ١‏ (ب) ۲ص = جاس جتا ۲ص 


لاحظ أن: الصيغة النهائية للمشتقة > فی الاشتقاق الضمنی تحوی كلا من س ء ص مما یجعل حسابها شاقًا عند 
2 س 


الاشتقاق البارامترى parametric Defferentiation‏ 
إذا أمكن التعبير عن كل من الإحداثى السينى ء والاحداثى الصادى للنقطة (س ء ص) كدالة فى متغير ثالث ن 


(يسمى الوسيط أو البارامتر) بالمعادلتین: 

س = د(ن)» ص = ر(ن) حیثدء ر لهمانفس المجال 

فان السا معا تفن معاد لة لفكي واد معا عنه با لصو و3 انبا رامش ی 
ey‏ 

۳0 _تعلم _ 

للمنحنى المعطى على الصورة البارامترية س - د(ن) ء ص - ر(ن) 


. كص و۶۶ص ون ء ص و ۲ E‏ ا ی ۳ ۲ 
x -‏ ۳ بے اٹ ھا حه التان قابلتان للاشتقاق بالدسة إل ن. 
و جا جج ہے دان بت ق بالنسبة إلى ن 


ف مثل 
© أوجد > للمنحنيات الآتية عند القيم المعطاة: 
وس 


(أاس هن + ۳ء ص :ان" + ۹ء ن < ۵ اباس = ٣‏ جتا 0۲ء ص = ٤٣‏ جا" 20 0 = 


کتاب الطالب - الضف الثالث الثانوی 








الأشتقاق الضمنی والبارامترى ۲-١‏ 





| و 1 || ۰۰ : (الحوار والمناة ہد ( 
ناقش مع طلابك ما ورد فی بند حاول أن تحل وتوصل معهم 
إلى الأجابات الصحيحة. 


حلول: حاول أن تحل )١(‏ 


ء ص ء ص 
0 ۳٣۴س‏ - وص - دوس بجر و وہ 


و س 
و ص 
اص اوس ) اد س ٥ض‏ 
و س 
و ص ۶ -لاس"+ ٣ص‏ 
وس ۲ص" - دس 
وس و ص 
سس ٢٢س‏ ص + ۲ص س + ص" - ٠‏ 
و س وس 
و ص 
لل (س۲+۲ص) --۲س ص - ص" 
و س 
و ص - ۲ س ص + ص" 
ئن شض 


حاول أن تحل (۲) 


00 جتا ص + س × - جا ص × 23 وس جتا س 


- ص جا س = صفر 

و ص 

وہب ری جو کی ری ۳ 
وص ص جاس - جتاس 


وس -س جاص + جتاس 





تمارين أثرائية للطالب 
گ۶ و ع 

أُوجد۔۔--- فی كل مما يأتى: 
وجد-- - فی كل مما ياتى 


(0) س"+ص' - س + ص 7( س" ص - ٤س ١+‏ 
(ی) س + س' ص ١‏ - ص" 

7س +باص ٠١٠<‏ 

(رق) (ص +۰۱ - ٣س‏ +۳ ا" 
ر۷)س۲+ماس ص ۷ 


7 ص حرا اس 1۳ 


کثاب الطالب - الصف القالت الٹائری ۳۹ 


















































التقييم المستمر (الحوار والمناقشة) 


ناقش مع طلابك ما ورد فى بند حاول أن تحل وتوصل معهم إلى 


الإجابات الصحيحة. 


الحلول: حاول أن تحل (؟) 


0 
Û)‏ ف = ٣ن‏ + م2 














ون 
و ص 
ب - ۲ن۲ - ءن +۱ 
ون 
وص کی من ۸ 
ون کل :ل ۴ 
یس 
- ۲ قا 6< قا6 ظا 
7 


و 
۔ ق٢0‏ 








قا" 0 


I ۱ ۱ 


1 
ادع 
1 





۳ و ص 


و س 
© `“ 


5 9۷94ی ۶۶ 


دمن EF REL‏ 
و سس ۲ ون +۱ 


وص ۲۶۶ ۸ 











ئس ×م ۹ 


حاول أن تحل )٤(‏ 


8 = ۷ س و ۔ 


(ج ۷-۲ ۳ 

























9 س - هن + ۳ کے و ص = ۲۱۲ + ٩‏ 


. كص _ كص ون ٣ن‏ . وص 
.2 = سے کس 2 ویکون اج ن ه < ۳۲ 





= ۳× ۔جا٢0‏ × ۲ --5 جا؟6 


حك داع × جتا 6۳ × ٣‏ = ۱۲ جتا 0٣‏ 
۳ 








7 پر 9 ۱۲ جتا 0٣‏ _ ۲ جنا0۳ 
ئس و کس وجا 6 جا ؟ 6 


+۲ ےا 2۳۳ 
٤ ۰‏ 0 5 
3 5 ء س حا 27 ۷ ۲ 
o? 5‏ 
8 حاول أن تحل 
5 ع ص اي يذ 5 ۹ 
ان : 
@ وج للمنحنيات الآتية عند القيم المعطاة 








(1) س=(ن + ۵ (ن - ۲) ص-(ن۲ + 0(ن ۲  .‏ تل 

(ب) س - قا" 232-60 ص = طا9ء بے گل ھا س ۴۷+۶ ن-٣‏ 3 ص = ۶۷ ن +۰۱ انا ور 
تفكيرناقد: أوجد قيمة البارامتر ن التى يكون عندها للمنحنى 
س = ۲ن۲ - ەن" - ٤ن‏ + 6200418 ص = 6ن" + ن - 54 مماس أفقى وآخر رأسى. 


فم مثال 

(4) أوجد مشتقة (4 س۲ - ۹س٢‏ + ه) بالنسبة إلى (٣س٢‏ + ۷) 

@ الحل 
بوضع ص = ٤س٢‏ - ۹س٢‏ + ه. ع = ٣س۲‏ + ۷ فتکون ص = د(س)ء ع = ر(س) 
الدالتان دء ر قابلتان للاشتقاق بالنسبة إلى س باعتبار س بارامتر لكل من المتغيرين ص » ع 
.“. من الاشتقاق البارامتری نجد أن: 





رض 5 2 0 ۲س ۸اس = ٢س‏ ۳ أى أن بسب [ ٤س۲‏ - 9س" + ] - ۲ س - ۲ 
8 حاول أن تحل 
6 باستخدام الاشتقاق البارامتری آوجد: 

(1) مشتقة س"+١‏ بالنسبة إلى اس۱-۲ 

(ب) مشتقة ۷ ۸+ س زی کپ وس ت1 


جا مشتقة س - جا س 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


بالنسبة إلى ١‏ - جتا س عند س كمد 


۳۲ كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 











ہا تمارین الارس(۱ - ۲) 896 


آولا: أختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 


() إذا كانت س۲ + ص" - ١‏ فان کک يساوى: 
8 س (© '_ 
سا 

(؟) إذا كانت س' + ص' - ٢‏ س ص فان س یساوی: 
0 -۱ (ج) صفر رج 

© ذا كانت ص۷۲-۲ س -. فإن كسك يساوى: 
SES‏ ® 7 ہج 
۵م کہ (بج) ۷ا س اجا 

جك 

(ك) إذا کان س-۲ن۳+۲: ص = ۷ نب و 
08 (پ) ٣‏ (ج) 
0 ۸ "2 ۲۳ 

(8) ميل المماس للمنحنی س ص٢‏ - ۳ عند النقطة (۳ء )١‏ يساوى: 
0 - (ب) ١‏ (ج) 1 
۳-8 با جا 


ج) 


ثانيًا: أوجد “7٠‏ في كل مما یأتی: 

(3) س" - ٤‏ ص"+۷= . (۷) س؟ + مص؟ - ۲ = . 
(8) س5 +7 س ص - 4 ص +۳ الع -۱ 9 س ص + جا ص = ۵ 

9 س جاص + ص جتا س = ٠‏ 9 س قتا ص = ص ظنا س 9) س" جا ص - ص" جا س = ٩‏ 


9 جا۲ س جتا ۲ص ٣‏ 


(4) س ۲-۲ س ص - ه - ص" 


ہج اض پر ا ۲ 

ثالثا: اوحد = للمنحندات الاتئة عند ا المعطاة: 
نج يات الأتیة عند القيم المعطاة 

9 س -۲-۱۳ن» ص -ءن ۲ ۰0۷ اندع 


9) س -جا ۰07۲ ص -جتا ۰07۲ 3-0 


69 س ۔ ہ +۳۲۵ 6ء ص -۱-ظا ۰۵6۳ 0 - 3 

(19) آوجد ميل المماس للمنحنی چتا ۷ 7ص = ۲س +۱ عند النقطة (- ج 

9© أوجد مشتقة س بالنسبة إلى ۷٣س ٦٦‏ عندس۔٤‏ 

9 أوجد قيمة البارامتر ن التى عندها يكون للمنحنى س - ۲ن۲- ٥ن‏ +4 ن-۹ء ص = ۲ن۲+ن - 0 


9 مماس رأسى. (©) مماس أفقى. 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 





تمارين الدرس (۲۰۱) 


أولا: اختر 


و 
6 











تانیا: 
رک 
2" ٢س‏ -۸ص ص/ -. جحت 
- س٣‏ 
ار۷) ۶س۱۲+۳ ص"ص/- . صا ٤ص"‏ 
)۸ س۲-۲ س ص + ص" = ه (س - ص)۲ = ۵ 
ء ص 
س -ص =۷ ٩‏ 
و س 


© اس" + ٦س‏ + ٦‏ س ص/- 6 ص”/ 
ص“ ٤(‏ -٦س)‏ = ۳س + اس 
۲س ۲ + اس 

کت یی 
® س" +ص ۲ = س ص 


اس + اض ضس ص4+ ص 





الأشتقاق الضمنی والبارامتری ۲-۱ 


۳ ص۲2 من 
گا ۲ص -س 
۳ 
0 سر جس رس سی وہہ جح 


9 س جتا ص× ص4 جا ص + ص جتا س + ص -جا س = صفر 
ص( س جتا ص + جتا س) = + ص جا س - جا ص 


ص جا سن ص 
ص 
س جتا ص + جتا س 


9 قتا ص + س ×- قتا ص ظتا ص/ 
= ص ظتا س + ص × - قتا" س 
ر قتا ص + ص قتا س 
7 ظتا س + قتا ص ظتا ص 
9 ۲س جا ص+ س" جتاص/ -؟ ص ص/ جاس+ص' 
جتا س = ٠‏ 
ص ۲ جتاس +۲ س بحا ض 
ص" - ۰ 7 
۲ص جا س + س" جتا ص 
۲ چتا اس جتا ۲ ص - اجا ٢س‏ جا٢‏ ص ×ص< ٠‏ 
؟ جتا ٢س‏ جتا ٢‏ ص 


۳ 9 7 
كنا | ٢٢‏ جا٢س‏ جا٢ص‏ جرب لت 


وص ن ١+‏ 





ئس دن-.۱ن+ء 

5 وحن ۲ 
مماس راسي 2ه .. لااو 
من سی وس ل 2 ۳ 
وص 
و س 








.ےت ١‏ 
ہج ۶ :۳ 2 


ساس أذ 


کتاب الطالب - الصف الخالت الٹائری ۲۰۳ 





۸ 


رر .1 ج 


3 


00 


_ المششتصات | A‏ تلد و۲21 


غلفية: 

نرمز للمشتقة الأولى للدالة د بالرمز ٥ء‏ فإذا كان للدالة المشتقة 

وهكذا فإن: 

/ و 7 و و 

د(س) = [د۳(س)] حل [لل (هد (س))] ويمكن 
و س و س و س 


۱ 
ان نرمز لذلك بالرمز 





ویقراً « دال انين دال سين ۲» 








: 
و س 
وبنهس الطريقة فان المشتقة الثالنة۸# ھی رنڈ ال ددد 
۳ 
و 
ا7 ا على اھ ھی ہا 


کان ن عددًا صحيحًا موحبّا فان د () ترمز للمشتقة النونية للدالة 
د ويمكن إيجاد ذلك باشتقاق د عدد ن من المرات. 

٠ ۰ 4۹‏ 5 2 
وباستخدام رمز الاشتقاق فان د ذ (س) = سس (د (س)) 


مخرجات ا لتعلم : 

فى نهاية هذا الارس من المتوقع أن یکون الطالب قادرًا على 
آن: 

۱- وعد مشتقات ذات رتب آعلی للدالة. 

؟- يحل تمارین على المشتقات العلیا للدالة 


مفردات آساسیة: 





“ool و‎ 


َ0ُػ ۰ و موه ۶ موم هه “obl‏ 
رتبة - مشتقة اولی - مشتقة ثانية - مشتقه تالنة. 


المواد التعليمية المستخدمة: 
العرض المباشر - المناقشة - العصف الذهنی - حل المشکلات. 
مکان التدریس : الفصل الدراسی 


مصادر ۱ لتعلم: 


کتاب الطالب من ص (۱۶) إلى ص (۱۷) 


× إعط الطلاب دالة جبرية ذات مشتقة علیا ولتکن من الدرجة 
الخامسة واطلب إليهم إيجاد مشتقة الدالة ثم أطلب إليهم 
تكرار إيجاد المشتقة فى كل مرة. 





۳ 









8 فک و اقش _ 
إذا كانت ص -د(س) حيث ص = س؛ + ٥س۳‏ - ۲س + ۳ آوجد مشتقة الدالة دء 
هل يمكنك تکرار عملية الاشتقاق بالنسبة إلى س ؟ لماذا؟ 

هل تتوقف عملية الاشتقاق؟ فسر اجابتك. 





5 إيجاد مشتقات ذات رتب آعلی 
لدالة. 





اا ت ڈاک اترقب العلا 
© إذا كانت ص - د(س) حیث د دالة قابلة للاشتقاق بالنسبة إلى س فان مشتقتها 
الأولى derivative)‏ ۴) هی ص = دص = (س) وتمثل دالة جديدة. 





(Higher - Order Derivative) 




















و س 
© وإذا كانت المشتقة الأولى قابلة للاشتقاق بالنسبة إلى س فان مشتقتها ى (#) 





8 وس وس 
تسمى المشتقة الثانية( (Second Derivative‏ للدالة د وتمثل دالة اخرى 


۲ 
5 
ويُرمز لھا بالرمز ص4 - + = 49 (س) 
س 
6 بتكرار عملية الاشتقاق نحصل على المشتقة الثالثة (ءv† Deva‏ 1۸::0) للدالة د 
۳ 
5 و 5 
ونرمز لها بالرمز كت , ... وهكذا 
و س 
تسمى المشتقات لدالة بدءًا من المشتقة الثانية بالمشتقات العلياء وت تكتبا لمشتقة من 











































9 ۹ الأدوات المستخدمة ) 


مر تم ۱ 0 
و لام ا ا رين حيث ن عدد صحیح موجب 
< ال حاسةعلمية, 







لاحظ آن : 
2 ء۶ ص 
وس؟ 


Scientific calculator 


تقرأ دال تین ص دال س اثنين 














7 ں. .ص ١ص‏ ]یں ۔ 7-7 
بینما الثانية تدل على مربع المشتقة الأولى. 

9 مثال 

)١(‏ أوجد المشتقة الثانیة لكل من: 
9 ص - ۲س* + ٣س‏ -ه 









© سح( 
سن 


کتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 
ا وضح للطلاب بأن مشتقات الدالة بدءً من المشتقة الثانية 
تسمی بالمشتقات العلیا للدالة. 
× کرر نفس الخطوة السابقة باعطاء الطلاب دوال آخری مثل 
دوال مثلثی جذریةء کسر یة واطلب إليهم إيجاد المشتقات 
العلیا لکل دالة من هذه الدوال. 
× بين إلى الطلاب الصیغ المختلفة التی تستخدم للمشتقات 
ذات الرتب العليا للدالة ص - د (س) وهما: 
د“ (س) ہ4(س) ہ4(س) ء د(ن) (س) 
وا سے سے (ب) 


و دص 
و سك 


و اض 
یسا 


وض 
ا 
و س 


و ص 
و س 





التقييم المستمر (الحوار والمناقشة) 


× ناقش طلابك ما ورد فى بند حاول أن تحل وتوصل معهم إلى 
حلول: حاول أن تحل )١(‏ 

و ص 
رگ 


و س 





س٤- س‎ ٤= 


كاب الزراضیات اة د التفاضل والکگائل 
















(#) ص = جا(۳س - ۲) 


3 ص = ۲س۲+۶س - ۰۵ س 3 ع 
س +۱ . ص _ س-١-(س+١)‏ 
= > س ۱ ۰۰ = 3 
ص کس (س -۱)" 
كاضر 
و س۲ 
۳ 
کا اتا تک 
من و س 


نع 
کہ 


)١(‏ أوجد المشتقة الثالثة لكل من: 
9 ص - س٤‏ - ۲س" + 6 
(ج) د(س) = جتا(۲ س + ) 





تفكيرناقد: إذا كانت ص = جا اس استكشف نمط الاشتقاق المتتالیء آوجد ص (*۲) 


9م مثال 


۹ ۰ ا ی اه ئ ص 
(۲) إذا كانت ص" + ۲ س ص = ۸ أثبت أن: (س + سے 5 


دص ب (کس 
و س وس 


باشتقاق الطرفين بالنسبة إلى س 
بالقسنة علی ۲ 


باشتقاق الطرفین بالنسبة إلى س 
٣)) + ۱(‏ کن ے 
و س وس 
. و5 5 5 5 
ویکون (من فض + 3-۰۲ +( کد ضفر 
وس وس ء سن 
3 حاول أن تحل 
Gû) 0‏ إذا کانت س" 26 ص" - ٩‏ ات أن 


ابا إذا كانت ص = طا س أثبت أن : 


معادلات بارامترية 
ف منر 
© إذا كانت س ٢ن٣‏ - ٥‏ ء ص- 5ن" + ۱ 
© الحل 
باشتقاق كل من س ء ص بالنسبة للبارامتر ن 


سر شک ےئن٢‏ ص ۱۲ن 
ىدص , كن 


ون 


8 حاول أن تحل 

MD‏ إذا كانت س داع" ۔ ۲ع ء ص داع" 
ئ ص وص 
و س۲ ٤‏ و س٣‏ 
تفكييناقد: يبين الشکل المقابل تمثیلاً بیان لمنحنیات الدوال د(س)ء 
4(س)ء 2 (س) حيث د(س) كثيرة حدود. حدد منحنى کل دالة. 


آوجد عند ع - ۲ 




















باستخدام البرنامج الرسومی geogebra‏ أو أى برنامج آخر ارسم الدوال التالية ومشتقاتها الأولى والثانبة وسحل 


ملاحظاتك. 
9 د(س) - س٣۳‏ - ٤‏ س۲ + ۱۲ (©) س(س) = + س۲ + ۶ 
هل تتوافق ملاحظاتك مع قرارك في بند ته تفكير ناقد؟ 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتکامل 





مدر 








= ۸س ۲ - ۶ 
و س۲ س 
و ص 

٦ =‏ س 
و س" 


۳)۱ - (۲ن‎ ۸ ۲<۳)۱- ن٢(‎ ٤= 





ون 


دع 


ل 


< ۲۶ (۲ن ١‏ "لاسن (۲ن -۲)۱ 


بسچ 5 -۱) (۲) = ۱۹۲ (۲ن -۱) 
جا (س) = -۲جا (٢س‏ +7) 

د(س) = - ۶ جتا (٢س‏ +7) 

د (س) = ۸ جا(۲ س +7) 
(س -۱) - س ۴ 


(س-۲ د (س-۲0 
= -۱ (س-۲)۱ 


د4 (س) = ۲ (س -۳)۱ 
د (س) = -1 (س -۱) ٠‏ 
تفكدر ناقد: 
× يهدف إلى اكتشاف الطالب نمط الاشتقاق المتتالی للدالة 
المثلثية و یوجد مباشرة لی نسبة 


9 4 (س) 


ص>- | جتا اس = اجا (اس + 2 ) 
ص4 ا" جا اس = ا" جا (أس +7) 

ا ای ا ا ۴ 
ص4 اء جا اس = اء جا (اس +77۲) 


ص (ذ) = اذ جا (اس +2“) 


7٥ 
) + ص ۳9 =" جا (اس‎ 





حاول أن تحل (؟) 
(1) ؟س +۲ ص ص2 . 
۲+۲ ص ص4+ اص" = ۰ بالة لقسمة على ٢‏ 


۰ 


ص صس#+ ص۲۶ + ۱ - صفر 
ربا ص>۔ قاس 

ص4- ٢‏ قا س قا س ظا س 

= ۲ قا" ظا س 

= ۲ (۱ + ظا" س) ظا س 


= ۲ ص (۱ + ص") 


کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوی م 


















































حاول أن تحل (؟) 
۲ ۲ وا ۲ 
و س 1 5 و س 1 4 


ء ص ص وس ۱ 
7 ۹ و ع 1 ودع 000 























و وس 
۳ ۱ ۳ 1 
كله ے٤ a.‏ کے بہت 
 / )٣۶‏ كت ٭> ۰٣ء‏ 
تفکیر ناقد 
ب تمثل 4(س) 
ج تمثل د(س) 
| تمثل د(س) 
حل تمارين (۳-۱) على المشتقات العليا للدالة 
6 ۲ 
ص/ آس۳ +ب س + سے سن + د ۸ ١‏ 
ص ٢‏ اس'+٢بس+ج‏ |۲۵ ۷۵ 
ص اس +۲ ب ۸ ۵۲ 
7+ ۲ب ۲۸ 2 ۱۶ 
۲ ب - +٦ ٩۲‏ ب -۲۱ 
۳ ۱۳ ا 


۲س ١‏ ۶س = ليا ی 2 ۷۵ 
ج = ۵1-۷۵ - ۱۹ ج - ۱۹ 
#س" + ۲س ۳۲+ ۱۹س + و = ص 
ء + ۱۹+۲+ N=‏ ۰ ۱۷-۶ 
ص ے ۶س۳+ ۲س۲ +۱۹ س - ۱۷ 
ص = ۲۱۲ + ۶س + ۱۹ 
ص4۔ ٤+٢٢‏ 
O‏ س 
(۳) ص ٠۲‏ (س “(١+‏ 
رغ) ص4- ۔۸ جا (؟ س -۷) 










۳٣٣ 





المشتقات العليا للدالة ۱ 





و تمارين الدرس (۱ - )ی 


() إذا كانت ص - آس۳ + ب س٢‏ + جس + و وكانت ارتباطات س ء صء ص22 ص۸ موضحة بالجدول التالى: 
أوجد قيم اء بء ج د الحقيقية ثم أ كمل الجدول. 


ص ص ص 


۸ 



















سرت 
۱ 





۲ 

















آوجد المشتقة الثالثة لكلا مما یأتی: 





() ص = س؛ - ۶س۲+ ۲ رکا ص - ہت" 
س 
)٤(‏ ص = جا (۲ س - ۷) (0) ص = جتا(7 - ۲ س) 


2 ص = جا س جتاس 





أجب عما يأتي: 
(۸) إذا کان ٣س٢‏ + ٥‏ = ٢س‏ ص 


(4) إذا کان س٢‏ + ص٢‏ - ٤‏ 
6 إذا کان ص = ۳ جتا(۲ س + )١‏ 
9 إذا كان س ص = جاس جتا س 


9 إذا کان ص = س جا س 











© إا کان س - قاس 2 
ی : ۲ 
9ا کان گے اين بع ككل کس 7مف ی 
کن وس وع 
ھ ۲ 
© إذا کان س ۰۱-۲۵۳ ص<ن٣٢+٢‏ اوی ک مض عندن = ٤‏ 











9 كانس سه مود یں 


ع 8 وس 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


(ر۵) ص#- ۲۷ جا (27- ۲س) 
ارتا ص# 4 جتا ۲ س 
۳ كه 8و 
(۷) ص4 (۲س -0) ۲ ۲(۳-۲س -0) أ 
یں اس م ۳7 ص 
1 - ٢س‏ ص4+ ۲ص۶+ ۲اص/ 
۳= س ص4+ اص/ 
(رق) ٢س‏ +۲ ص ص/٠‏ پا ص- + 
٢٦ص‏ ص4+ ۲ص آ-. 
س" 
۱+ ص ص4۰ + سج = صفر 
ص "ص 4+ ص ۲+ س" = ۰ 
ص" ص ٣٤‏ = صفر 


ص = ٦-‏ جا (٢س )١+‏ 
ص = -۱۲ جتا (٢س )١+‏ 
٣× ٤- =‏ جتا (٢س )١+‏ 
ص4 = -۶ص 


ص#+ ۶ص - ۰ 


۳۹ كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


























۱ ۰ - 
TO‏ ان سپ جتا ۲ س ٢٢×‏ سے کک 





س ص/4 ۲ص = - حا ۲س ×۲ وض ١‏ 
wT‏ < ۲۷ 
0 ۷ ص -ظاع 


9ص = س جتنا س + جا س 
ص4 - -س جا س + جتا س + جتا س 208 
ص - س 
ص4- -ص + ۲ جتا س 
ص4+ص>۔ -۲ جا س 
ص/4 +ص4۔ ہے × بالضرب × س 
كود : 


س ص #+ س ص٢٢٣‏ ص = ۰ 


9 ص قا س ظا س 
ص⁄- قا س قا" س + ظا س ظا س قا س 


و ص 
و س 





س٣‎ = 


= قا "س + قاس ظا" س 

- قا "س + قا س (قا" س -۱) 
ص4- ۲قا۲ س - قا س × ص 
ص ص4 ۲ قاء س - قا" س )00 
ص4- قا س ظا س بالتربيع 
ص - قا" س ظا"س 

- قاس (قا"س -۱) 

= قاء س - قا" س ۲( 
ص ص + ص = "قاء س - "قا" س 

= قا" س ( ٣‏ قا" س -۲) 


= ص" (۳ ص۲-۲) 


وص (س۳()۱-۲)-(۲ س -۴) (۲س) کس 























ع" 5 (س ۲ -۲)۱ و 
وص ۳ ٢٢۰٠۰٣٢‏ 
ا ]ر ,- پ = 
دع س ۔ ٢‏ ۹ 
ص ۶ص ون ۱ ل 
6ص کٹ سس 
وى س ون وى س 1 ۲ 
و ضن ۱ ول ۱ ١ ١ ١‏ 
Xx ۱ —‏ ے كم = = EA‏ 
ی س۲ ۲ وى س ۲ آن ٢ن‏ 
19 س ص - ١‏ ۱ 
س صن و بين 
ء ص و "ص 
ڪا غ = لاس ٣٣‏ 
3 س = ١اس‏ 
و س وس 


كتاي الطالب - الصف القالت الٹائری 


ص = ظا' ع = قا ع - 


دت جج 


وض 


۲۷ 













سبق أن درس الطالب أن ميل المماس 

لمنحنى الدالة عند النقطة س. يساوى - 
مشتقة الدالة عند هذه النقطة فإذا 
كان م یرمز لميل المماس فان م = د/ 
(س) ء و إذا آخذنا محاور متعامدة تج 

ذات تدریج موحد فان ميل المماس 

= ظا ل حيث ل قياس الزاوية التى يصنعها المماس مع الأتجاه 
الموجب لمحور السينات. 


فى نهاية هذا الدرس من المتوقع أن يكون الطالب قادرًا على أن: 
-١‏ يوجد معادلة المماس عند أى نقطة واقعة على المنحنی. 
۲- يوجد معادلة العمودی عند أى نقطة واقعة على المنحنى. 


مفردات أساسية 
ميل المماس = ميل العمود معاد له المماس = معادلة العمود. 





المواد التعليمية المستخدمة: 


السبورة التعليمية - طباشير ملون- آلة حاسبة علمية- برامج 





رسوبية للحاسوب. 


طرق التدريس المقترحة: 
العرض المباشر- المناقشة- العصف الذهنى- حل المشكلات. 
مكان التدريس: الفصل الدراسى 


مصادر ا لتعلم: 
- کتاب الطالب من ص (۱۸) حتی ص (۲۲) 
- الشبکة الدولية للمعلومات (الانترنت) 


شی 
يمكن تهيئة الطلاب من خلال مناقشة ما ورد فى بند فکر وناقش 
وذلك بایجاد مشتقة الدالة (ميل المماس) ثم إيجاد قيمته العددية 
بالتعويض عن س = ۷ ومن خلال معرفة الطالب بمعادلة الخط 
المستقيم يمكنه إيجاد معادلة المماس وهى: 


اماس الم( سس 


چ فكرو اقش 


< إيجاد معادلة المماس عند نقطة 













030-0 يوضح الشكل المقابل طریقین أ » ب أحدهما 
د إيجادمعادلة العمودی لمنحى عند | مستقيم والآخر منحنى متلاقيين عند الموقع ج . 
نقطة واقعة على المنحنى. إذا كان الموقع ج تمثله النقطة ج (۰۱ ۶) فى 






مستوى إحداثى متعامدء وكانت معادلة الطريق 
ب : ص - ۲ س" - ؟ س + 5» هل يمكنك إيجاد 













معادلة الطریق |؟ 

هل يمر الطریق | بالنقطة (۰۷ ۱۰) ؟ فسر |جابتك. 
® المصطلحات الأساسية) 
2 ميل المماس Slope of the Tangent‏ ا تعلم 






Slope of the Normal ميل العمودی‎ 5 


إذا كانت النقطة ا(س, ء ص) تقع علی 
منحنی اللالةد حیث ص = د(س)» م ميل 
المماس للمنحنی عند هذه النقطة ء فان : 
۱- معادلة المماس للمنحنى عند 
النقطة (س, ء ص) هی : 
ص - ص, = م ( س - س,) 
۲- معادلة العمودی عل المنحنی عند 
النقطة (س,» ص,) 
هی رص دص 7 (س -س,) 
9 مثال دوال مثلثية 
(1) أوجد معادلتى المماس والعمودی للمنحنى ص = ٢س‏ - ظتا س عند النقطة التی 
تقع علی المنحنی و |حدائیهاالسینی سازن 2 
© الحل 
لإيجاد نقطة تقع على المنحنى عند س = 7 نحسب إحداثيها الصادى حيث : 












9 ۹ الأدوات المستخدمة ) 


< آلة حاسبة علمية. 






لان ۱ ۳ دا 7 _ 76 
ص - ٢س‏ - ظتا س .. ص = 7 - ظتا 7 


۶ بے یو FTI‏ 77 5 0 
أى إن النقطة ( جک 2 )١‏ تقع على ا ى 

مما ور ۱ ۱ 
ميل س المنحنى عند أى نقطة = - ۲ -(-قتااس) - ؟ + قتا" س 











كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


ص - ۱۰ = ۲١‏ (س - ۷) 


ص ۲٣١‏ س - ۱7۵ 


آرشادات للدراسة 

وضح إلى طلابك ما یأتی: 

: ذا كانت ۸(س) = ۰ عند نقطة ما على المنحنی فان‎ -١ 
ظا ل = ۰ ویکون المماس للمنحنی موازیا لمحور السینات‎ 
والعکس صحیح.‎ 

٢‏ اذا كان ۵(س) > م عند نقطة ما على المنحنی فان 
ى( <ل) = ۹۰ ویکون المماس عندها موازیا لمحور الصادات 
٣‏ إذا كانت د”(س) > ۰ عند نقطة ما على منحنی الدالة فان 
طا ل تکون موجبة وهذا یعنی أن المماس للمنحنی عند تلك 
النقطة يصنع زاوية حادة مع الأتحاه الموحب لمحور السینات 
والعکس صحیح. 

-٤‏ إذا كان 4(س) < ٠‏ عند نقطة ما على منحنی الدالة فان طا ل 
يكون سالبا عند هذه النقطة آی أن المماس یضع زاو ية منفرجة 
مع الاتجاه الموجب لمحور السینات والعکس صحیح. 





۳۸ کتاب الریاضیات البحته - التفاضل والتکامل 

















معادلتا المماس والعمودى لنحنی 


:)١ عند النقطة ( 3 گ2‎ ٠ 
۲ ٤ 
+ -- ء ميل العمودی‎ ٤- ] ميل المماس - ۲ + [ قتا"‎ 


معادلة المماس : ص - (2 )١‏ - ۶ (س -2) ١‏ أىإن: ص -6س- 2 ١‏ 


21 
معادلة العمودى: ص - 2 )١-‏ = د (س  )-‏ أى إن : ص -- + س + ۱-7 
3 حاول أن تحل 
0 أوجد معادلتى المماس والعمودی للمنحنى ص - ۲ + قا س عند النقطة التى تقع على المنحنى وإحداثيها السينى 


يساوى هقد 


9 مثال حسابالمساحة 
(۲) أوجد معادلتی المماس والعمودى للمنحنى س٢‏ + ۳٣س‏ ص + صا + ١‏ - ۰ 
عند النقطة | (- ۰۱ ۰۱ وإذا قطعا محور السينات فى النقطتين ب ء ج احسب مساحة المثلث اب ج 
بالوحدات المربعة 
@ الحل 
٠.٠‏ س” + ٣س‏ ص + ص" + ١‏ = . 
النقطة | (-۱۰۱) تحقق معادلة المنحنى فهى تقع عليه باشتقاق طرفى 
معادلة المنحنى بالنسبة إلى س لإيجاد ميل المماس عند أى نقطة 


ار بی ال ا ا ا و 
وس وس 


عند النقطة 21-1 ) ٠ ٠.‏ 
وس 
.. ميل المماس = ١‏ 3 ميل العمودى - ١-‏ 
معادلة المماس :ص - ١‏ = س + ١‏ أى ص = س + ۲ 
معادلة العمودى : ص - ۱ = - (س + )١‏ أى ص = - س 
بحل معادلتی المماس والعمودی مع معادلة محور السينات ص = ۰ لإيجاد نقط التقاطع ب ء ج 
یہ النقطة ب (-۰۲ )۰ النقطة ج ( ۰) ویکون ب ج-٠‏ ۔(-۔٢)۔٢‏ 
مساحة المثلث اپ ج = ل × ۶۱×۲ ١‏ وحدة مربعة 
































ق حاول أن تحل 
0 أوجد مساحة المثلث المحدود بمحور السینات والمماس والعمودى للمنحنی ٣س٢‏ + ص" - ۱۲ عند النقطة 
(۰۱ ۲) 


9 مثال ‏ اشتقاق بارامتری 
(*) المعادلتان البارامتريتان لمنحنی هما س = ن" +۲ . ص -ن" ١+‏ 
أوجد معادلتی المماس والعمودى للمنحنى عند ن = ۱ 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


© الحل 
ميل المماس عند أى نقطة - 5 27 حیث 
و س 


ىدص _ كص ي دن _ كص وس رز کے 


وى س ون ء س ون ون ٢ن‏ 
عند ن = ١‏ ميل المماس = »ميل العمودى ےس > .٠‏ س = (١)٢۲+٢-٣ء‏ ص ۲2۱۸۰۲۱ 
آى إن النقطة (۰۳ ۲) تقع على المنحنى » وعندها يكون : 
معادلة المماس : (ص - ۲) = (س - ۲) أى ٣س‏ - ۷ص - ه = . 
معادلة العمودی : (ص- ؟) = - ج (س - ۲) أق ناس طن 3 × 
8 حاول أن تحل 
(۳) آوجد معادلتی المماس والعمودی للمنحنی س = جتا 9ء ص -۷ ۲ + جا 0 عند 6 - 2 
تفکیرناقد: إذا كانت النقطة (۰۱ ۲) إحدى نقط تقاطع المنحنیین: 
ص" - س٢‏ = ۳ء س ص = ٢‏ هل يتعامد مماسا المنحنيين ت 
عند هذه النقطة؟ فسر إجابتك. 
ملاحظة مهمة : نقول إن المنحنيين ی, » ی۔ يتقاطعان على التعامد إذا كان 
المماسان المرسومان لهما من نقطة تقاطعهما متعامدين 
































يستخدم حساب التفاضل كأداة مهمة فى كثير من المسائل الاقتصادية 
والتی تتطلب اتخاذ القرار فى الشركات أو المصانع لإنتاج العدد المناسب 
من السلع للحصول على أكبر ربح ممكن أو أقل تكلفة ممكنة. 

إذا كانت تكلفة س من وحدات سلعة معينة ينتجها مصنع تعطى بالعلاقة 
ك(س) = س٢‏ + ودس + ۶۸۰۰ جنيه فان ك(س) تسمى دالة التكلفة الكلية 
وتعتمد على المقدار الثابت ۶۸۰۰ والمقدار المتغیر س٥‏ + س والذی يتغير الِکملة 
وفق عدد الوحدات المنتجة س و یوضح الشکل المقابل منحنی ك(س). 

المشتقة الأولى لدالة التكلفة الكلية ك(س) تسمی دالة التكلفة الحدية ك> (س) اء ادنوه وتعبر عن التغیر 
فى التكلفة الكلية عند إنتاج وحدة إضافية واحدة . 





























لاحظ آن: 
۱ ك (س) = ۲ س + ٥‏ لا تتأثر بالمقدار الثابت 2۸۰۰ لذ لك فان النفقات الثابتة لمصنح لا تؤثر فى التكلفة 
الحدية عند إنتاج ۰ وحدة مثلا. 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتکامل 








معادلتي المماس والعمودي لمنحنى 5-١‏ 





| × اد 1 || ۰۰ (الحوار والمنا فم ث مد ۱ 

ناقش طلابك ما ورد فی بند حاول آن تحل وتوصل معهم إلی 
الأجابات الصحيحة. 

حلول 


حاول أن تحل )١(‏ 
1۲ 1۲ 0 


ج ؟. صن + 


لج ) 3 للمنحنی 


۲ ۳ 























حاول أن تحل (۲) 
النقطة (-۲۰۱) 3 للمنحنی 


عضن 
۰( اس +۲ ۳ 
ةا میں ل 

















وص -س 7 
3 عند النقطة ۱ (-۳۰۱) 
وس ۲ ص 
وص -كلكاد١‏ ۱ 
وس ×۳ 0 


معادلة المماس ( ص - ۳) = ١‏ (س + ۱) 

س )۱( 

معادلة العمودی ص - ۳ = -۱ (س + ۱) 

ص = س + ۶ )۱( 

معادلة العمودی ص - ۳ - -۱( س + )١‏ 

ص وس +۲۰ ۲( 

نقط تقاطع المماس والعمودی مع محور السینات نضع ص = صفر 

ب =( ۰ ج -(۰۰۲) 

مساحة المثلث - +2 ٩-۳٩‏ وحدات مربعة 
حاول آن تحل (۳) 

ميل المماس عند أى نقطة - کک 





کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوی ۳۵ 






















































































E دص‎ 




















سن وق كس 
= جتا0 +- جا6 
5 جتا © 
جا6 
و 
ےت 7 ١‏ 
۱ 5 
عتد8 > لد لك 04 
TY 1‏ 
۱ ۱ 
و ۷ النقطة ¢ 
TV‏ نچ عد 


۳ ۱ 
فيفأة له الما کح ید سے 
د عن ص > (س کا 


ص + س ۷۲-2 ۲ 


5 ۳ ۱ 
معادلة العمودى ص چ ١‏ (س چ ) 
ص - س۷ ۲ 


تفکیر ناقد: ص (۲۰) 





( 


ويهدف إلى مدى معرفة الطالب لتعامد مستقيمان بمعلومية 


میل کل منهما. 
الإجابة: 


)۱ ۰ للمنحنيين 


۱ وى ص 
المماس الأول : ۲ ص - اس = ٠‏ 











و س ١‏ 

ئس ص ٢۰‏ 
ء ص 

ميل المماس الثانى : س ع + ص = ٠‏ 
س 

وص ص -۲ 

وس و 

حاول أن تحل )٤(‏ 


١‏ أ دالة الإيراد الكلى = دالة الطلب × عدد الوحدات 
١‏ 
د (س) = 9۰۰ س ->س؟ 
دالة الایراد الحدی -د/(س) = ۵۰۰ - س 
قيمة الایراد الحدی عند بيع ۱۰۰ وحدة 
٥٠٤-٠٠١-۵٠٥٥ =‏ جنيهًا / وحدة 


حلول التمارين (۶-۱) 


02 ® المنحنی ق (س) = د (س) × ر (س) 
يمر بالنقطة (۳ء د (۳) × ر (۳)) أى (۷۰۳) 











۲( عند إنتاج ۰ وحدة فان: التكلفة الحدية = 2 (۰۰) = ۲ (۵۰) + ه = ۱۰۵ جنبه / وحدة 
وهذا یعنی أن تكلفة كل وحدة إضافية يزيد التكاليف الكلية بقدر ۱۰۵ جنيه. 






وحدة إضافية واحدة فى اللحظة التى بیع فيها س من الوحدات. 
تكون دالة الربح الكلى ر(س) - د(س) - ك (س) 6 ودالة الربح الحدى و7 (س) marginal profit‏ 







ف مثل 






٠‏ وحدةء ۱۵۰ وحدة ٠‏ وحدة فسر النتائج. 
© الحل 
'.' سعر الوحدة ص = ٠١‏ - ۰,۲ سء عدد الوحدات = س 
۰ دالة الإيراد الكلى : د(س) = س × ص = ۹۰س - ۰,۲ س" 
٠.‏ دالة التكاليف الكلية : ك(س) = ٠٣+ ٠٠٠<‏ س 
.. دالة الربح الكلى ر(س) = د(س) - ك(س) 
تکون دالة الربح الحدى ر“(س) = 5“ (س) - ك“(س) = ۰,۶-۹۰ س - ۲۰ 










ات رك(س) = ٠,٤ - ٦٦‏ س 


٤ ۱‏ ۱ 5 
قفش ۶:2 ر/(۱۰۰) = ۰ں × ٠٠١‏ = ۲۰ جنيه / وحدة 





أى إنتاج وبيع وحدة إضافية واحدة بعد بيع ٠٠١‏ وحدة يحقق زيادة فى الربح قدرها ٠‏ جنيهًا 
عند س = .ه6١‏ 





ر“(١٥٥)‏ = ۰ج × ۱۵۰ = صفر 





أى إنتاج وبيع وحدة إضافية واحدة بعد بیع ۰ وحدة لايغير من معدل الربح 
عند س = ۲۰۰ ر/(۲۰۰) = ۲۰۰-٩۰‏ ۲۰-2 جنيه / وحدة 





أى إنتاج وبيع وحدة إضافية واحدة بعد بیع ۲۰۰ وحدة یخفض الربح بمقدار ۰ جنبها. 
63 حاول أن تحل 






الوحدة بالجنیه آوجد: 
ا دالة الایراد الکلی ودالة الایراد الحدی. 
(ب) قيمة الایراد الحدی عند بيع ۱۰۰ وحدة وفسر النتائج. 











(ج) احسب الربح الحدی عند بیع ۱6۰ وحدة» وفسر النتائج. 


كتاب الطالب - الصف الٹالٹ الٹاتوی 


ق(س) = 25 (س) × ر (س) + ر(س) × د(س) 

ق(۳) - ذ/؟) ×ر(٢)‏ + ر/(۳) × د (۲) 
۱+۷۱ --۱ 

معادلة المماس ص - ۷ - -۱ (س -۳) 


نی سوت کپ 
العمودی : ص - ۱-۷ (س - ۲) 
وو ات 
"ا المنحنی ق (س) = د (ر (س)) تمر 
بالنقطة (۳ء فى (۳))( ۳ء د (ر (۳)) 
((V) 3۰۳( =‏ - (۲-۰۳) 
ق (س) = 4(ر (س)) ×ر(س) 
= در (۳)) «ر۳(۳) 
- ۷۳۵) <1 2 ۲ 1 - ۱۲ 
معادلة المماس ص + ۲ ۱۲ (س -۳) 
ص = ۱۲ س - ۳۸ 
العمودى ص + ۲ - -ج- (س 0 
۲ص +۲۶ = -س +۳ 


۲ص + س ۲۱ - صفر 


3 كاب الزراضیات اة د التفاضل والتكامل 


معادلتا الماس والعمودی طنحنی 


وإذا کانت د(س) هى دالة الایراد الکلی فان 4 (س) ھی دالة الایراد الحدی margin revenue‏ وتعبر عن یراد 


حيث ر“(س) = 4 (س) - 2 (س) وتعبر عن ربح وحدة إضافية واحدة فى اللحظة التی بيع منها س من الوحدات 


© إذا كانت دالة الطلب هی العلاقة التى تحدد سعر الوحدة (ص) جنيهًا بدلالة عدد الوحدات س حیث 
ص - ٩۰‏ - ۰,۲ س دالة التکالیف ك(س) = ۵۰۰۰ +۲۰ س جنيهاء احسب الربح الحدى عند إنتاج وبيع 














© إذا كانت دالة الطلب لسلعة معينة تمثلها العلاقة ص = ۰۰۰ - ٠,٥‏ س حیث س عدد الوحدات » ص سعر 


8 تمسارین ادس( -ع) 09 


(1) إذا كانت دء رء ق دوال قابلة للاشتقاق بالسبة إلى س » آوجد معادلتی المماس والعمودی لمنحنی الدالة ق 
فى کل مما يأتى مستعیّنا بالقيم المعطاة فى الجدول التالی: 
® ق(س) - د(س) × ر(س)ء <١‏ س-» ۱ د(س) | ر(س) | /(س) | ر*(س) 


5 ١ ۷ ۱ ۱ 
| جک‎ 


(ب) 


ق(س) = د(س) + ر(س)ء 

















ہے ٥ 5 ۱ ۲٢‏ 
> ق(س) = د[ر(س)]۰ س = ۳ 


0 أوجد معادلتی المماس والعمودى لمنحنى الدالة د حيث ص = د(س) عند قيم س المعطاة: 


(سا ص = ۲ جتاس - قاسء س = 4 


گا ص د ؟ - ظتااس. س - 2 
(۳) آوجد معادلتی المماس والعمودى لكل من المنحنيات التالية عند النقط المعطاة: 
عند النقطة (٤ء )٦-‏ 
عند النقطة (- ١ء )١-‏ 
عند النقطة (- 21 ؟) 


0۵" س٢‏ + ص" = ۵۲ 
[#) س۲ + هس ص + ص" = ۷ 
(ج) ص۱(۲ + س) = ۸ 
.) (جاس + جتاس) ص = جتا"س عند س - 4 

0 أوجد معادلتی المماس والعمودی لکل من المنحنیات التالية عند القیم المعطاة: 
ا س د نا ٤٤ن‏ ء ص د ٢ن٢‏ 


ص = طا6 عند 0 - 4 


عند ن = ۱ 
إب) س = قا6ء 

(۵) إذا كانت النقطة ٤(‏ ء - ۲) تنتمى إلى المنحنى س"+ ص۲- ۲ ك س + ٠-٣٢‏ آوجد قيمة ك ثم أوجد معادلة 
المماس للمنحنى عند هذه النقطة. 

0 مساحة المثلث: أوجد مساحة المثلث المحدود بمحور السينات والمماس والعمودى عليه للمنحنى 
س" + ۶ص = ۲۰ عند النقطة (۰۲ ۲) 

(۷) تعامد منحنیین: أثبت أن المنحنيين (س -۲)۱+ ص۰۲۲ (س +۲)۱ + ص" - ۲ یتقاطعان على التعامد. ثم آوجد 
معادلات المماسات لهما عند نقط التقاطع. 


ا 


© الإيراد الحدى: إذا كانت دالة الطلب لمنتج ص - سج حيث ص سعر الوحدة » س عدد الوحدات. 


( أ) آوجد دالة الإيراد الکلی ء دالة الإيراد الحدى واحسب الإيراد الحدی عندس = ۶۸ وفسرإجابتك. 


ر آوجد د )۶٩(‏ - د(28) وقارن بين الناتج وبين قيمة الإيراد الحدى عند س = ۸ء ماذا تستنتج؟ 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 





(ج) عند س = و2 ص ٢‏ جتاے- دی 


١ 
ت‎ ١ ص ذ ؟ عدج ب‎ 


11 


النقطة ( کے » -۱) یمر بها المنحنی 
.“. ميل المماس للمنحنی عند أى نقطة 
ص --؟ جا س - قاس ظا س 





7980 7 
عدا ہکا سے 9ات ها حت 
٤ E‏ ۲ 


. معادلة المماس ص +۴۶۱۶ ۴۱ (س -- ) 
ص --۱۷۳ ٣‏ س -۷+۱ ۳ 7. 


7 ۱ 


العمه د +۱ < سس 
لعمودی ص EET‏ (س ۳ ( 


۳ 


5 ہے 7 
۳ ۳ ص - س + ۲ ۳ ہے و 
42) الل عند ن ١‏ ..س-ه.ص -۲ 





)۲۰٢( النقطة‎ 


کقای الطالے - الضف الال الٹائری 





معادلتي المماس والعمودي لمنحنى 5-١‏ 

















و ص و ص ون ن 
و س 5 9 ١‏ و س 1 یڈ 
و .۶ ۰ ۲ 


۲ ۹ 

معادلة المماس (ص -۲) => (س -ه) 

۳ص -1 = ۲س - ۱۰ ۳ص - ۲س + ع = ۰ 
2 

العمودى ص - ۲ حج- (س )٥-‏ 
كص - = -۲س + ١6‏ 


(4:.. النقطة (3)۲-۰۶ للمنحنى 


٠. .-ے١٢+‎ ٤× ك٢۔‎ ٤+٠٢ ۰‏ مك - ۳۲ 
ميل المماس للمنحنی عند أى نقطة 


٢س‏ + ۲ص ص*“ - 7 2 = ۰ 


۰ = ۱٩ - س٣‎ + ص١‎ 


٤ - اک‎ 


۸-4۶۸ ص = 2.۰.۰ ۰ ومعادلة المماس ص - -۲ 


(۷) نقطة تقاطم المنحنیین (۰ ۰6۱۰ (۱-۰۰) 
ميل المنحنی الأول ۲ (س-۱) +۲ ص ص/ -. 


57 درا ات سے 
جن ص عند (۱۰۰) عل -۱ 


7 
ص عند (۱-۰۰) 


ميل المنحنی الثانی ۲ (س +۱) +۲ ص ص - ۰ 


د سك #ی على 

ص بج ص عند ( ۰ » = 
۱ 

صەعند (۱-۰۰) - ا 


المنحنيين يتقاطعان مع التعامد عند (۰ 6 رسيم ) 
معادلة المماس للمنحنى الاول 


(ص - ۱) ١‏ (س - ۰) ص - س + ١‏ 
وهکذا القطعة الثانية 
42) دالة الایراد الکلی - س ص 
۱ ۱ ۰ س 
53 س تہ 
س +۲ 
۳۲۰۰ 
الاب اد الحد» 4 ۸ 0 
بر ی د“(س) (س) ہی 
۲ جح ٤‏ 
۶ چ = 
د(2۸) X0»‏ .٠م‏ 0 
.<۶۹۹ ۱ ۶/۸ 
د٥ (EN) 3 - )٦٤(‏ = سے سے - ۳ ۳ 
٤ ]۲۵۱< ۸-٠٥ ۰‏ 
Ta 1‏ ۱۳۰۰۵ 


































تعد مسائل المعدلات الزمنية المرتبطة من المسائل الحيوية فی 
تطبيقات الأشتقاق» ففى هذا النوع من المسائل يتم استخدام 
معادلة تربط بين متغيرين أو أكثر لإيجاد معدل تغير أحدهما 
معتمدا على معدل تغير الآخرء فلو عبرنا عن المتغير ص كدالة 
فى المتغير س بالمعادلة ص = د (س)» ل ا 
لمتغیر آخر ولیکن الزمن نء وکان سی ابر کے معلومًا 
فإنه بالامکان إيجاد معدل ا کے ويتم ذلك باستخدام 
قاعده السلسلة. 

ففی بند فکر وناقش یکون كلا من نق . م دالة بالسبة للزمن 
حيث تربطتان بالعلاقة : م - 77س" وبالاشتقاق بالنسبة للزمن 


و 
ل 











فى نهاية هذا الدرس يكون الطالب قادرًا على آن: 

؟- يتمكن من حل مسائل المعدلات الزمنية المرتبطة بطرق 

؟- ينمذج ويحل مسائل تتناول مشكلات رياضية وفيزيائية 
وحياتية. 


المواد التعلمیة المستخدمة: 
السبورة التعليمية - طباشير ملون- آلة حاسبة علمية 





طرق التدريس المقترحة: 
العرض المباشر - المناقشة - العصف الذهنى- حل المشكلات. 


مكان التدريس 


الفصل الدراسى 


























عند تعرض صفيحة دائرية لمصدر حرارى زمنًا قدره اله 
(ن) ثانة 2 طرق حل معادلات المعدلات 
١‏ الزمنية المرتبطة 


- هل يتغير طول نصف قطرها (ی) بتغير الزمن (ن)؟ ‏ |[ 

- هل تتغیر مساحة سطح الصفيحة (م) بتغير الزمن(ن)؟ 
- هل تتغير مساحة سطح الصفيحة (م) بتغير طول 
نصف قطرها (س) ؟ فسر إجابتك. 
لاحظ آن : 
١‏ - المتغيرين م ء س کلاهما يتغير بتغیر الزمن (دالة فى الزمن) وتربطهما العلاقة 

م = 7 ی آی آن :م = د(ی) 

۲ - اشتقاق طرفی العلاقة السابقة بالنسبة للزمن يؤدى إلى معادلة جديدة تربط بين 
المعدل الزمنی لتغیر کل منهما وتعرف بمعادلة المعدلات المرتبطة 





+ ىك ٰ وحل مشگلات رياضية 





وفيزيائية وحياتية 






9 ۹ المصطلحات الأساسية ] 


ڈ5 معدل Rate‏ 







ج لات مر تبطة Related Rates‏ 






و و 7 

چ ي د (س) × TT‏ 
۳ - المعدل الزمنى يكون موجبًا إذا كان المتغير يتزايد بتزايد الزمن» ويكون سالبًا 
إذا كان المتغير يتناقص بتزايد الزمن. 


تعبيريشفهيئي:: أى المعدلات التالية يكون موجبًا؛ 
یتسب سج روسو اويا 







9 ۹ الأدوات المستخدمة ) 


< آله حاسبة علمية. 







مق مثال نفخ البالون 
© باون رك عنم ھا کان معدل یی سم تم رت ری 
كان طول نصف القطر ٤سم‏ . آوجد فى هذه اللحظة: ۹ ہے / 


وا و اکا مد سی 
(۳) معدل الزيادة فى المساحة السطحية. 





و اتحل TT‏ 
بفرض أن حجم البالون (ح) وطول نصف القطر (س) ء ومساحة سطح البالون 0کک 
(م) دوال قابلة للاشتقاق فی ن. التعويض عن القيم لإيجاد 

المعدل المطلوب 






کتاب الطالپ - الصف الثالث الثانوى 


مصادر ۱ لتعلم: 


کتاب الطالب من ص (۲۳) إلى ص (۳۵) 


اطلب إلى الطلاب الاجابة على البنود الواردة فی بند فکر وناقش 


ووضح البهم أن نتيجة لتعرض الصفيحة الداثرية المعدنية 
للحرارة فانها تتمدد وینتح عن ذلك زيادة فی طول نصف قطرها 
مما يترتب عليه زيادة فى مساحة سطحها (م) بتغير الزمن (ن). 
- يكون معدل زيادة نصف القطر بالنسبة للزمن يتبعه الزيادة فى 
بكي ارين جامس اسم تا ننسلا 
فى حالة الأنكماش بالتبريد. 
- اذا كانت م =/س' وعند الإشتقاق بالنسبة للزمن فإن: 

دم وی 


I= 
ون کف ون‎ 








فى بند تعبير شفهى ص (۲۳) 

ناقش مع طلابك المعدلات الموجبة مثل: 

تمدد - تباعد - صب - ترا كم - تزایدء 

المعدلات التناقصية مثل: انكماش - إقتراب - انصهار - تسرب 


4۲ كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 








= 7 ی" باشتقاق طرفی المعادلة بالنسبة للزمن 


7 »ا ۲سی۲ کید = وی ک ید 
×٣۷‏ 37 میں 
تكح 
وت 
5 وی 5 
7+4 رم 

)٤‏ - أى 


< ۸ 77 سم۳/ث ۰ س -٤٤سم‏ بالتعويض فى المعادلة 


> هه _ 
ون 


+ سم/رث 
باشتقاق طرفى المعادلة بالنسبة للزمن 
و ی ک هه 


٤ =‏ 76 *< ۲ له ٢‏ ے 4971۸ کک 
ء د ددن 


٢ی‎ ج٤‎ - م‎ © 
Ê 


ون 
...کی 
کون 


گت دوج  × x‏ = ۶ 7 سم؟/ث 


۾ سم/ت» س = ٤سم‏ بالتعويض فی المعادلة 


8 حاول أن تحل 
© للحجع مکعب یتمدد بالحرارة فیزداد طول حرفه بمعدل ۰,۰۲ سم/د» وتزداد مساحة سطحه فی لحظة ما 
بمعدل ٠۲‏ سم "/دء آوجد طول حرف المکعب فی هذه اللحظة ومعدل الزيادة فى حجمه حينئذ. 


9 مثال حركةالسلم 
(۲) یستند سلم طوله ۲۵۰سم على حائط رأسىء فإذا انزلق الطرف العلوى للسلم 
إلى أسفل الحائط بمعدل ۱۰سم/ث عندما يكون الطرف السفلی للسلم على 
بعد ۷۰سم من الحائط . أوجد: 
أ معدل انزلاق الطرف السفلی للسلم. 
"ا معدل تغير قياس الزاوية بين السلم والأرض. 
وه الحل 
® نفرض أن : ص المسافة بین الطرف العلوى للسلم والأرضء 
س المسافة بين الطرف السفلی للسلم والحائط الرأسى. 
من نظر ية فیثاغورث س٢‏ + ص" = (۲)۲۰۰ 
باشتقاق طرفى المعادلة بالنسبة للزمن 
ا س ون 
٠.‏ الطرف العلوى ينزلق أسفل الحائط فان ص تتناقص 
پر کک ای رن 
ون ٠‏ 
عند س - ۰ سم ومن المعادلة (۱) نجد أن: ص = 72١‏ سم 
بالتعو يض فی المعادلة (۲) ينتج آن: سک = - سب 
أى إن الطرف السفلی للسلم ینزلق مبتعدًا عن الحائط بمعدل ي" سم /ث 





(۱) 


٢س‏ گد ھی 3 


کتاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتکامل 





العدلات الزمنية المرتبطة ۵-۱ 
"۳ نفرض أن : © قياس زاوية ميل السلم على الأرض 
_ ص لا 13 Mh ١‏ ۰ 
جا0 = سس باشتقاق الطرفين بالنسبة إلى ن 
و6 ١.‏ قاض 
ون ۲۶ ون 


ء0 


ون 


.. جتا 8 


د ۰ 


کے ا 


۳۰ 
أى إن قياس الزاوية یتناقص بمعدل + زاوية نصف قطریه /ث 
68 حاول أن تحل 
© حركة_سلع: برتکز سلم بطرفه الأسفل على أرض آفقية وطرفه الأعلى على حائط رأسى . إذا انزلق الطرف 
السفلى مبتعدًا عن الحائط بمعدل ٠"سم/رث‏ » آوجد معدل انزلاق الطرف العلوى عندما يكون قياس الزاوية 
بين السلم والارض تساوى حم 
تفكييناقد: انطلق صاروخ كتلته ٥١‏ طنًا وكان ينفث الوقود بمعدل ثابت ۲۰۰ کجم/ث, ما كتلة الصاروخ بعد 
۰ ثانية من لحظة اطلاقه؟ 


ملاحظة مهمة: إذا كانت س٠‏ القيمة الابتدائية للمتغير س (عند ن = ٠)ء‏ ` معدل تغير س بالنسبة للزمن » 
وس 


ل 


س قيمة المتغير بعد زمن ن |فان : س = س, + “ا ن 


فی بند تفكير ناقد السابق استخدم العلاقة لف س ال ن 


ء د 
في مثال 
0 مثلث قائم الزاوية طولا ضلعى القائمة ١٠١سم‏ ء 7سمء فإذا كان طول الضلع الأول يتزايد بمعدل ٢‏ سم /ث 
وکان طول الضلع الثانی یتناقص بمعدل ١‏ سم /ث. ۱ 
9 أوجد معدل تغير مساحة المثلث بعد ٢ث‏ 


× ن لتتحقق من صحة إجابتك. 


المساحة 


[) متى يصبح هذا المثلث مثلنًا متساوى الساقین؟ 
©> الحل 
[1) نفرض أن س ء ص طولا ضلعى القائمة بعد زمن قدره ن ثانیق 
م مساحة المثلث حينئذ حیث س » صء م دوال فى الزمن: 
ے سو يسنان عاض د ادن 


5-5 نه 


ون 


×۲ 
س. ہیں سف ہے و ثْ 


م = چ س × ص = + (۱۲ + ۲ ن) (17 - ن) 
م = ٦(‏ + ن) (17 - ن) باشتقاق طرفى المعادلة بالنسبة للزمن 
پ گے وو صاع ب زوودن) 


ل 


٠١ =‏ - ۲ن سم" /ث 


ث٢‎ = 


5ت 
عند ن 


.٠.‏ معدل تغير مساحة المثلث = ۱۰ - ۲(۲) = 7 سم" /ث 


کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوی 








العد لات الزمنية المرتبطة ۱ - ۵ 


آخطاء شائعة: 

قد يخطئ بعض الطلاب آثناء التعویض بالمعدلات المعلومة 
استخدام الاشارة السالبة. 

لذلك براع الا کید على المعدلات الموجبة والخری السالبقف 
كما ورد فى بند تعبیر شفهی. 





| ان 1 || a.‏ (الحوار والمنا امم اهم 1 
ناقش مع طلابك ما ورد فی بند حاول أن تحل وتوصل معهم 
إلى الإجابات الصحيحة. 


حلول: حاول أن تحل )١(‏ 


۰ ۰۲ ۷ ×۱۲ 2۰ ٣۲ 


حجم المکعب ح = ل" 


ل 


3 و 
دا 20 ١”‏ " تک 
5ل دل 


ے ب ۹ و سم /د 
حاول أن تحل (؟) 
س" + ص" - ل" 





.٠.‏ ابعاد المثلث 

ابعاد مثلث ثلائینی سینی وهی : 
سء ۷ ۳ س٢٢‏ س 
اس ۳۰+ ۱۲ ٣‏ ٣س‏ 


ے8 ]“ 


وص 
× = 


ون 


و ص 
ون 
يهدف هذا التفكير لمعرفة الطالب بالكتلة المتغيرة وتحسب 


۳۷۱۰۰ سم/ث 


كتلة الصاروخ النهائية ك 
فك 

۰ ل 

3 


""× + 2 
ون‎ ٠ 
۳×. ٣..-ہا...<×۵‎ 


۵٥‏ ۰۷۰ 2 وطن 


کقای الطالے - الضف الخالت الٹائری 


۲ 











۱ ی 1 | "n"‏ (الحوار والمنا عم ثػ مد ۱ 
ناقش مع طلابك ما ورد فی بند حاول آن تحل وتوصل معهم 


إلی الاجابات الصحیحة. 
حلول: 
لر) نفرض أن طول قاعدة المتوازی بعد ن ثانیة ھی س - +٥‏ ن 


وان الارتفاع ع - ۰ ٢ن‏ 
حجم متوازى المستطيلات = (9 + ن)؟ (٢۲-٢ن)‏ 
عدزة طان) 0 


8 
- ؟ (ہ+ن) (۲-۲۰ن) - ۲ (ہ +ن)٢‏ 
ل 


= (۱۰+ ۲ن) [۲۰ - ۲ن - ه-ن] 
= (۱۰+ ۲ن) (۳۲-۱۵ن) 


تس اه وت 











۰ ۰ 3 
فان ن - = +8 یں 3/۳ 
ان ن 0 5 سم۳/ 
۳ حول ۰ - ۵ 
ون 9 سپا 


یتوقف تغير الحجم بعد ه دقائق آخری 
من التشابه 
۷ص كه ۱ 


١‏ 2 1 صن 
٩( ۱۵ 2 ۰‏ + ص ۲) ١‏ 
8 


۱ 
دص"‎ + ٩( 2-۱0 = 


0 وص 
× ٣ص‏ 








ون 
عند تكون ب عند د فان قيمة ص = ٤‏ 
و8 


ون 





0 - ١ 
ERTS )۲۵( × ۱۵- = 


۳ 


۱ 
سی جحجہ > داس ٠ ,٦--‏ متر/د 























۹١ ۲‏ 7 
ر مساحة | 7 لادب | نے7 ۱ 
ا 
7 
و 
وے/ 14 > 5 
ے 6 ۸+ - | | 
و ی * دل 
عند یکون ب۸-4 فان | ٦-‏ 
/ و 
=٦ ×۱ +۸ × ۱‏ صف ل /ث 
ار 5 کل ک د 
۱ ۱ 
E‏ 7 
9 7 وا 2 و ن/ 
بس X‏ ۰ 
ب وا 0 دل دل 
ون نب 















العدلات الزمتية الرتبطة ۵-۱ 






/ 


® 
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2 نشاط 

تصعيم_الطرق: فى الطرق الدائرية والكبارى العلوية 
نتجنب أثر قوة الطرد المركزية على حركة السيارات 
بتصميم الطرق لتميل على المستوى الافقی بزاوية 
قياسها 6 نحو الداخل وفقّا للعلاقة وی ظا 0 - ع۲ حيث 
(ء) عجلة الجاذبية الأرضية» (ع) سرعة السیارق (س) 
طول نصف قطر دائرة المنحنی» أوجد معادلة الارتباط بين معدل تغیر سرعة السیارات ومعدل تغیر زاوية ميل 
الطریق. بماذا تنصح قائدی السیارات لتفادي قوة الطرد المرکز یة. 


#۶ تمارین الارس(0-۱) € 


0 


وم 
5 




















اختر الإجابة الصحيحة من بین الإجابات المعطاق: 
(1) إذا زاد طول نصف قطر داثرة بمعدل - سم/ث فاٍن محيط الداثرة يزيد عند هذه اللحظة بمعدل: 
7 
© © 2 0 
1 

0) ينصهر مكعب من الثلح محتفظًا بشكله بمعدل ۱سم۲/ث فان معدل تغير طول حرف المكعب عندما يكون 

حجمه ۸ سم" هو : 

1۳ تفن © © 


(۴) جسم يتحرك على المنحنى ص٢‏ -س٣ء‏ إذا كان + - ۲ وحدة / ث عند ص -- ۱ فيكون عند هذه اللحظة 
ل 


1 
۸ 












۳ 1 ۲ > 
3 


©) إذا کان ميل المماس للمنحنی ص = د(س) عند نقطة ما = + وکان الإحداثى السینی لهذه النقطة يتناقص بمعدل 
۳ وحدات / ث فان معدل تغير إحداثيها الصادى يساوى ... 


9 © ع 9 






۱ 
© 


0 
3 





(0) تتحرك نقطة على منحنى معادلته س" + ص" - 4 س +۸ ص - 5 = ٠‏ فإذا كان معدل تغير إحداثيها السينى 

بالنسبة للزمن عند النقطة (۰۳ ۱) يساوى ٤‏ وحدات / ث. أوجد معدل تغير إحداثيها الصادی بالنسبة للزمن ن. 
2 سقط حجر فى بحيرة ساكنة فتولدت موجة دائرية يتزايد طول نصف قطرها بمعدل ٤سم/ث.‏ أوجد معدل 
تزايد مساحة سطح الموجة فى نهاية ه ثوان. 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


المعدلات الزمنية المرتبطة ١-ه‏ 
© مثال المساحة 
رم ضلعان فى مثلث يتزايد طول کل منهما بمعدل ۱,٠سم/ث‏ » ويتزايد قياس الزاوية المحصورة بينهما بمعدل 
+" /ث. بأى معدل تتغير مساحة المثلث عند اللحظة التى يكون فيها طول كل ضلع من أضلاع المثلث ١٠سم.‏ 
©> الحل 
نمذجة المشکلة: نفرض أن عند لحظة زمنية ن یکون طول يد 
ضلعی المثلث أ وطول الگخر به وقیاس الزاوية المحصورة بینهما 
جک م مساحة المثلث اب ج دوال قابلة للاشتقاق فی ن 
1 باشتقاق الطرفین بالنسبة إلى ن 


حيثم = + اب جاج 
0 ۱ ک به 


7 
۱ 
/ 

7 4 
ا ا ف کل] 
ون ۲ 25 وین ' ون 


چے ۱ 
تم املد + 
ون ٥‏ 


وعندما يكون طول كل ضلع من أضلاع المثلث ١١‏ سم يكون المثلث متساوى الأضلاع 

فإنزى(<ج) = » جتاج = + بالتعويض فى المعادلة )١(‏ 

گے ۱۸ ۱ ۷ ۳ 1 

کے جک ہر ہے [٢٭‏ ۱۶ x‏ ]| 

ES. 
۲ 
أى مساحة المثلث تتزاید عند هذه اللحظة بمعدل 5,877 سم" /ث‎ 

63 حاول أن تحل 

O‏ للمسلحق اب ج مثلث قائم الزاوية فى ج» مساحته ثابتة وتساوى ٢٢سم"‏ إذا كان معدل تغير بە يساوى 
١سم/ث‏ فأوجد معدل تغير كل من | .ی (.<ا) عند اللحظة التی يكون فيها بہ يساوى ۸ سم. 

تفكيرناقج: إذا كان س (قياس زاو ية بالتقدير الدائری) يتزايد بمعدل زمنى ثابت» فسر لماذا: 

1) يتزايد الجيب والظل بنفس المعدل 

ا يتزايد الظل بمعدل 8 مرات قدر تزايد الجيب 


=0 + = 0,833 سم" /رث 


عند س = ۰ 


عند س = 


+ يتناقص جيب التمام بمعدل ‏ مرة قدر تزايد الظل 


عند س = 


9 مثال الربط بالفيزياء 

(5) فى دائرة كهربية مغلقةء إذا كان ج فرق الجهد (فولت) ء ت شدة التيار (أمبير)» م المقاومة (أوم) وتزايد 
فرق الجهد بمعدل ۱ فولت/ ث» وتناقص شدة التیار بمعدل + أمبير/ث أوجد معدل المقاومة فى اللحظة التى 
يكون فيها ج = ۱۲ قولت ء ت = ۲ آمبیر۔ 


کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 





كاب الرياضيات البحهذة د التفاضل والتكامل 





باشتقاق الطرفين بالنسبة للزمن 


وت 


اج سی ۱ء 
دپ = + أمبير /ث 
۰ 8 کا ا 5 1 قاف + سم 0 0 
.۰" عند ج = ۱۲ قولت ء ت = ۲ أمبير فان :م = ت = ۳ = ١‏ أوم 
ا ےپ تا ۰ وق دن اڈ 
ویکون ۱ 7 و اف ۰ کسی ٢أوم‏ /ث 
أى إن معدل المقاومة فی هذه اللحظة ۲ آوم /ث 


8 حاول أن تحل 
2" فى المثال السابق احسب معدل المقاومة إذا کان التيار یتزاید بمعدل ‏ أمبير / ث. 


فقي مثال الربط بالاقتصاد 
(۷) فيما يلى دوال التكاليف (ك) ء والإيراد (د) والربح (ر) لإحدى شركات تصنيع المصابيح الكهربية الموفرة 
۲ 
للطاقة: ك(س) = ۱۵۰۰۰ + ۶ سء د(س) = ۸س - تپ ء ر(س) = د(س) - ك (س) حيث س الإنتاج اليومى 
أوجد معدل تغير کل من كء دہ ر إذا کان معدل تزاید الانتاج ۹۰ مصباحًا یومیّا عند تصنيع ۱۰۰۰ مصباح. 
© الحل 
ور ےی کت فك ود 5 پک 
لاحظ أن كل من س » ك ء دء ر دالة فى الزمن والمطلوب حساب وق 4 5 4 2 حیت ا :۹8 
عندماس ہے ۱۰۰۰ ۲ ۲ 
2 یك ء ك 1 يق 
آولا: :.< ك(س) = ۱۵۰۰۰ + ۶ س 2 ن > سن 34 3 سے ٤‏ 3 
ی کنا .. معدل تزاید التكاليف = ٤‏ × ۹۰ = ۳۱۰ جنیها / یوم 
IR‏ 0 ود 1 
انیا : ۰.۰ د(س) = ۸س - تپ کٹ = (۸۔ کے 3 
عند س = ۱۰۰۰ .. معدل تزاید الایراد = (۸ - شنند) × ٠٦٦ = ٩۰‏ جنيهًا / يوم 
0 7 ود ی ك 
ثالثا: ر(س) = د(س) - ك(س) 7 - کی ےہ میڈ 
عند س = ۱۰۰۰ ۰ معدل تزايد الربح = 1۳۰ - ۳٦٣‏ = ۲۷۰ جنيهًا / يوم 
8 حاول أن تحل 
2 إذا كانت تكاليف إنتاج عدد س من الساعات الرقمية أسبوعيًا ص جنيهًا لتحقق ايرادًا قدره ع جنيهًا حيث: 
ص = ۶0۰۰ + ٣س‏ + ۰,۰۰۱ س"5ء ع = واس + ۰,۰۰۳ س" آوجد معدل تزايد الربح إذا كان معدل تزايد 
الانتاح ٠٦‏ ساعة أسبوعيًا عند إنتاج ۳۰۰۰ ساعة . 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتکامل 





العدلات الزمنية المرتبطة 


4 نشاط 

تصعيم_الطرق: فى الطرق الدائرية والكبارى العلوية 
نتجنب أثر قوة الطرد المركزية على حركة السيارات 
بتصميم الطرق لتميل على المستوى الأفقى بزاوية 
قياسها 6 نحو الداخل وفقًا للعلاقة وس ظا 0 = ع۲ حيث 
(ء) عجلة الجاذبية الأرضية» (ع) سرعة السيارة» (س) 


طول نصف قطر دائرة المنحنى» أوجد معادلة الارتباط بين معدل تغير سرعة السيارات ومعدل تغير زاوية ميل 


الطريق. بماذا تنصح قائدی السيارات لتفادي قوة الطرد المركزية. 
ہا تمارین الارس(۱ -0) 896 


اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 
0 إذا زاد طول نصف قطر داثرة بمعدل ‏ سم/ث فإن محیط الدائرة يزيد عند هذه اللحظة بمعدل: 
1 
هعم ۶ اب 77 E‏ ۱ 5-5 
00 7 اب 2 رجا دام 


() ينصهر مكعب من الثلج محتفظًا بشكله بمعدل ۱سم۲/ث فان معدل تغير طول حرف المكعب عندما يكون 


ججمه ۸ سم" هو: 
۱.0 اب اجا 


7. ۳ 


1 3 
- 9 


۳1 
ہا 


ل 


(چ) + 8 
لذ لع 


(6) إذا كان ميل المماس للمنحنی ص = د(س) عند نقطة ما = + وکان الإحداثى السينى لهذه النقطة يتناقص بمعدل 


۳ وحدات / ث فان معدل تغير إحداثيها الصادی يساوى ... 
0 - 9 --+ (ج) 5 
کا - - نا - 2ت ف 


3 
3 


(0) تتحرك نقطة على منحنى معادلته س۲ + ص۲- 4 س +۸ ص - ٠ =٦‏ فإذا كان معدل تغير إحداثيها السينى 
بالنسبة للزمن عند النقطة (۳ء )١‏ يساوى ٤‏ وحدات / ث. أوجد معدل تغير إحداثيها الصادى بالنسبة للزمن ن. 


)٥(‏ سقط حجر فى بحيرة ساكنة فتولدت موجة دائرية يتزايد طول نصف قطرها بمعدل ٤سم/ث.‏ أوجد معدل 
تزايد مساحة سطح الموجة فى نهاية ہ ثوان. 


کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 








العدلات الزمنية المرتبطة ۱ - ۵ 








٦- ×۸ ۳-1 06‏ کر ۱ 
8ا ين 7 34 
کا 5 





۱ 


دول 
بددتفكدر ناقد : 
يهدف هذا التفكير على قدرة الطالب فی توظیف الدوال المثلثية 
واشاراتها فى المعدلات الزمنية. 


و س 
0 :. جاس - <١‏ : 
ی ل كال 
۲ ۱ ف س و س 
: ظا س = قا" س × = ۱« 
دل دل وں 
و حا 1 ظا 
تس VT E‏ ںہ 7 
71 
۵ عند س- > 
7 77 كس 1 وس 
ج جاس -جتا × + 
ون ١‏ ون 5 وين 
0 ون وس 
: ظا س ےگا اس ہے ہج د وبحم 
ول دل دل 
14 ۳ و حا 
م >-۸ 
ون 4 ون کس 
ز(ج)ء: 7 
مھ ھا حم 
و وم 1 مس 
: جتا س = - جا س = 
یں ۲ ۱ ون ١‏ ين 
سس0 ۲ ون + ورس 
سيم ظاس = قا "س 2 کا سح 
ون ۶ں ٤‏ دول 
و ۱ ۳ جتاس 
بے ظاس = سس < جا 
ون ہیں 





| ان 1 | a.‏ (الحوار والمنا اعم یٹ ۱ 
ناقش مع طلابك ما ورد فی بند حاول أن تحل وتوصل معهم إلى 
الإجابات الصحیحه. 


الحلول 
ج۔ ت > م بالاشتقاق بالنسبة للزمن 


و جح دم دو ث 
تست “ايد 
دول دول 1 دول 


١ 0‏ 0 
ایر اين بودي لوم 
وق ۳ ون 


کقای الطالے > :الضف الخالت الٹائری 50 


























حاول أن تحل (۷) 

ا رو رر ی 
ی ك ود ول 

والمطلوب حساب كل من 


¢ ¢ 


ون 1 ول 




















حیث ر دالة الربح 
وس 5 
و حبث 1 1 عند انتاج ۲۰۰۰ ساعة. 
ل 
آوچ ص ےك (س )د١٠‏ 0ع + ٣س‏ ااه یں ' 
2 و س 
= (۳ + ۰۱ ۰ ه >« ۲ 
ون ۱ س) ان 


عند س ‏ ۳۰۰۰ 
1 معدل تزايد التكاليف = (۳ +۰.۰۱,.. )٠۰.۰<×٢×‏ 1۰ 
= ۵۶۰ جنیها / اسبوع 
ثانیا: ع = د (س) = ه س + ۰,۰۰۳ س" 


ودع ء س 
٢×. +0) =‏ 

ون ۱ ۱ س) پت 

ودع 


ون 








عند س = ۳۰۰۰ 





= (۵ + ۲۰,۰۰۳ <۳۰۰۰) 2۰ ۱۳۸۰ جنیها / اسبوع 


ثالثا : معدل تزاید الربح 








> ع فك ۱ 
= 0 = ۱۳۸۰ - ۵۶۰ = ۸۶۰ حا 
0 جنيها / اسبوع 


حلول تمارين (۵-۱) 

















وى ص 











۰". +ہ = صف‎  - ۱ «۲ + ×۳ ×٢ 
27 چو یو ہی‎ 


7 
ک هه . 
رت وی" ون 1 








س - ء ن کے شرت سا 
7 و یه 
ت 7 ×× یی کے 
ول دل 


T=‏ >5 »اوناع -2 ٣٣×‏ كا ه - 70٢٦۰‏ سم" /ث 
ار مساحة الشکل السداسى المنتظم ٣‏ ل" جا ٠٦‏ 
۴۱۷ 


7 

۱ 
مد تی 
ے٣‏ ۷ ۲ ۷۳-۰۱۱۰ ۲ سم'/ث 
فداه ای 5 | 5 

2 نفرض أن الضغط = ص لحجم = ح 


تلع ذا قن سس 
C‏ ع 


ول 
0م عبر ۲ x JÛ x‏ 
ون ١‏ 


دل 


٦ 





الاشتقاق وتطبيقاته 


ر0۷ صفيحة على شكل سداسى منتظم تنکمش بالبرودة ء وجد أن معدل تغير طول ضلعها ۰,۱ سم/ثء أوجد 

معدل التغير فی مساحة الصفيحة عندما يكون طول ضلعها ١٠سم.‏ 

0 كتلة معلومة من غاز درجة حرارتها ثابتة» انقص حجمها بمعدل ثابت قدره ۲سم"/ث. فإذا كان الضغط 
پتناسب عكسيًا مع الحجم وأن الضغط یعادل ۱۰۰۰ ث جم /سم" عندما یکون الحجم ۲۵۰سم". آوجد معدل 
تغير الضغط بالنسبة للزمن عندما یصبح حجم الغاز ۱۰۰سم۳. 

(8) یسرب غاز من بالون کری بمعدل ۲۰سم۲/ث آوجد معدل تخیر طول نصف 
قطر البالون فی اللحظة التی یکون فیها طول نصف قطره ۱۰سم. ثم آوجد معدل 

تغیر مساحة السطح الخارجی للبالون فى نفس اللحظة. 







2 سلم طوله ه آمتار پرتکز بطرفه العلوی على حائط رأسى و بطرفه السفلی على 
آرض أفقيةء إذا تحرك الطرف السفلی مبتعدّا عن الحائط بمعدل ۶ سم /د عندما 
یکون الطرف العلوی على ارتفاع ٤‏ آمتار من الآرض» آوجد معدل انزلاق الطرف العلوی للسلم. ثم آوجد 


معدل تغیر قياس الزاوية بين السلم والأرض عند هذه اللحظة. 
یل 


9 يرتفع بالون رأسيًا لأعلى من نقطة | على سطح الأرض. وضع جهاز لتتبع حركة 
البالون عند نقطة ب فى نفس المستوى الأفقى للنقطة | وعلى بعد ٠٠١‏ متر منها 
عند لحظة ما رصد الجهاز زاوية ارتفاع البالون فوجدها 7 وتتزايد بمعدل 
5۰,۲ 3ء أوجد معدل ارتفاع البالون فى هذه اللحظة. 












69 يسير رجل طوله ۱۸۰ سم مبتعدًا عن قاعدة مصباح ارتفاعه ۳ أمتار 
بمعدل ١,۲‏ م/ث» آوجد معدل تغير طول ظل الرجل. وإذا كان 
المستقيم المار بأعلى نقطة من رأس الرجل وقمة المصباح يميل على 
الأرض بزاوية قياسها 49 عندما يبعد الرجل عن قاعدة المصباح 
بمسافة قدرها س مترًا فأثبت أن س = ل ظتا 6 ء ثم أوجد معدل 

تغير 0 عندما يبعد الرجل مسافة ۳,٦‏ متر عن قاعدة المصباح. 


0 مثلث متساوى الساقين طول قاعدته ۳۱۷۲۰ .إذا کان طول كل من ساقيه يتناقص بمعدل ۳ سم/ساعة» فأوجد 
معدل تناقص مساحة سطح المثلث عند اللحظة التی یکون فيها طول کل من الساقين مساويًا لطول القاعدة. 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


















١ 
3 
۱۰ x ۳۲۵ = 4 = 5٠١٠.٠ 
1 ىن‎ ۳۶ ۷ 
_ «۶۱۰۲۵ < ص‎ 
٣ 
ص و و‎ 
35 xxl. Xo = 
ون اح ون‎ 
۱ 
5 ۳ 3 
7 © کر ۲ له‎ XxX ۰ > ۲ ح هم‎ 
۱۳ کس د پھچ صو‎  - 751 
ظام سے س ۲۰۰ ظا6‎ 69 
8 و س‎ 
ق۵۲(×__‎ ×۲۰ 
ول دل‎ 


XX ۰۰ =‏ ,= سم / ث 


١ 5 
ص‎ × ۳ eT 6 


ص = مما س۲- ۳۰۰ 
۲ ۱ ۔ ۲ 
سل ۳۱۷۱.2« (س )۳۰۰-۲‏ یں × 


وت ون 





1 
۵ ۱ ۳ (۳۰۰-۱۲۰۰) ۱۲۰۲۱۲ ۳ هزيم 


٣ 7 ۲×٣ ۱۸ ×۰ 0‏ ×۔۳ ٩.‏ "ث 
ب ب ب سحب سم 


۳۰ 


كاب الرياضيات اة د التفاضل والتكامل 


تم ارین عامة ت 


اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 
2 إذا كان ص ٤=‏ قا'س فإن ص ) يساوى: 


۳ ۔ (ب) 


ا صفر 


2 إذا کان ص = جا ۲ س جتا ۲ س فإن ص( ) يساوى: 
00 -ء ب صفر 9 :۲۷ 
(۳) تتحرك نقطة على المنحنی س ص" = ۰۱۲ عند النقطة (۰۳ ۲) یکون ٣‏ یساوی: 
( )۶ (ب) ۴ (© ۱ (د) ۳ 
۳ 5 ۲ چد ۳۰ 
() إذا کان ص = ۲ن۲ + ۰۷ ع = ن۲ 24 فان معدل تغير ص بالنسبة إلى ع یساوی: 
8 ۲ن ([ج) ٣ن‏ © 4 (د) ۱۲ 
() یتزاید طول نصف قطر داثرة بمعدل "سم/د ومساحتها بمعدل ۲۰ 7 سم /د» فان طول نصف قطرها عند هذه 
69 `° ابا و 
` 8 


(ك) وجد کک إذا كانت ص تساوى : 
: 3 س ۹ ۳ 
ر أا س + ظتا ۲س ا ٦‏ س +قاهس ۰ ۲س - ه جتا(7 س)۲ 
زه ؟ جت" (1 س +۱) (ه) ظا س ظتاس © قا ۲ س ظا ۲ س 


(۷) فى الشکل المقابل: |انقطة تتحرك فى المستوىء اب مماس للدائرة م عند 
بء ام س + س حيث س طول نصف قطر الدائرة: 
أ) آثبت أن س = س ( قتا 0 )١-‏ 
"۳ آوجد معدل تغير س بالنسبة إلى 6عندما ‏ 0 ۔ 42 


۳ ا 5 

(۸) آوجد ك فى أبسط صورة لكل من: 
8 س٢‏ ۔ ۳ص۲ + ٩‏ ے٠‏ 8 وس" + ۰-۲۱۲ ۰-۷ 
(5) (س - ۲۷۳ + (ص + ۲)۲ = ٢(ھ)‏ س ص + جاس = ۵ 


چر٠‏ ۰ء 7 0 س - ۳ 
(9) (1) أوجد معدل تغیر (س + ) (س - ۲) بالنسبة إلى س جج 


(ب) إذا كانت د(س) = > ر(س) = ٣س‏ 


۲ 
س + ۱ 


آوجد مش [(د»ر) (س) ] عندس - -۲ 


کتاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتکامل 





١ 5‏ 1 ۰ ۰ 
9 (1) ١-؟‏ قتا" ٢س‏ ماج س- ۴ + ٥‏ قا ٥س‏ ظا ٥س‏ 


چا + ه جا(7 س)'×۲ 7س × 7 
= ۲+ ١٠س"‏ جا(7س)" 

© ۰ جتا (#س + )١‏ ×- جا (#س +۱) ×77 
756٤- =‏ حا (72 س +۱) جتا (7 س +۱) 


--25 جا 7(۲ س +۱) 


(ه) صفر 
10 لاسر 
وص 
022 © ی« + ص -اجتا اس 




















و س 
۱ 
ا بت ۴ نف = -۲۱ جااس 
و س" و س و س ١‏ 
ی ۲ص و ص , 
x‏ + ۲ ن 
س يرا وس عن جن 





العدلات الزمنية المرتبطة ۱ - ۵ 








امن 
جک + س ص = صفر 
وښ وس 


س 
و ص 
۲ تو 
= ۲س(- جا س" + ب جتا س؟) 


= ۲ (-اجاس"+ب جتاس") 


۳ 


وص 


و س۲ 





+۲ س ( ۔| جتاس٢‏ ×٢س‏ -ب جا س" × ۲س) 
= ۲ ( - اجا س۲ + ب جتاس؟) 


- ٤س"(‏ اجتاس۲+ب جاس) بالضرب فى س 


























۷ض رض ۲ 
5 ع 
س YY ew‏ اس ج 
ون اض ۲ 
+£ ےھ 
س 5 سن س جن 
ء ص و ص 
9 ۲ س ۲۷ ص ۳۷ 1 1 
(0۱ 1 ۲ س- ۲۷ صما ۴ س ست + وص 7 
وص ء ص 
رہ كر ۳۰۰ + ۱۲ -. 
ء سس سن 


E رس‎ 


و س ۹ 

معادلة المماس ص - ۳-۷-۲ (س -۷ ؟ ) 
۹ص - ۷-۲۷ ۲ س-۳ 
۹ص - ۷ ۳ س ۰-۲۶ 


العمودی ص ٣-‏ - سپ (س “م ۳ ) 


۴٦٦۹+ س‎ ۹-- ۳٣۔ص‎ ٦٦ 
ص + ۹س - ۱۱۲ ۳ کے‎ ۳ ۲۷ 


19) میل المماس للمنحنی الأول عن النقطة :۰( 























وحن اض 
۶ص" + ٩‏ = 

كر یں اس 

٢۰٠٢۷ فحص‎ 

و س ٩‏ ۳ 
ميل المماس للمنحنی الثانی عند النقطة (۰۰ ۰) 
۲ ۲ سس ۳ نت ۱ 
3 ان 1 کف وم 


ا 
.٠‏ المنحنيين متقاطعان على التعامد عند النقطة (0. ۰) 
9 النقطة (اء ب) تحقق معادلة المنحنى والمستقيم 
ميل المماس للمنحنى 
۹ کص 


س ‏ ن-۱ ص إن- 
نت( دا +( Xx‏ داه 
ن( ۱ ) +( > ( وس 





کتاب الطالب - الصف الثالث الٹانوی ۷ 








وض ب سب ن-۱ 


ل( 


وى س | اص 
ء ص با 
لح -(۱ب) 
و س ۱ ١‏ 
ص س 

التق جب ےچ سم ۲ 

اب ۱ 

= يا كه 


و وی ات 


50 68 دالة الإيراد الحدى (س) ۶۰-۱۰۰۰ س 
5 ۲۰۰۰۱۰۰۰ 2 ۲۰۰ 


(ج) - «دلاس ) = صفر کی سن سے س - ۲۵ 


وف 
0 در ۳۳ ( 


ون 
وف 
کہ جو اھ >٣‏ ۹۹سم / ث 


3 e 
' نفرض أن حجم البالون ح = 1س‎ 8 
دخ ک یه‎ 


١ 
تلت‎ It = = 
كال 7 ف ون‎ 
و ی س‎ 

ون < 7س" 


مساحة سطح البالون = م = ٤11س"‏ 
ئم و و 
ون ون 


وص وس 
ون ون 
وص وص 


SET‏ ۲ ۲ موز ج جح وحدة / ث 


ون 


دص 
9 سے سے - ك وحدة /ث 


ون 
س = ل جتا © » ص - ل جا 0 


٤ ۳‏ 
س ےن > ص = ل 










































۲ ۳ ۳ ۳ ۲ 
69 (1) إذا كانت ص = ۲۷س + ه أثبت أن (۲ س + ۰) كو + ۲ کچ 
۳ 
8 إذا کانت:س‌ص = جااس أثبت آن س گس + ۲ كحك + اس ص = ٠‏ 
۲ 
9 إذا كانت ص = | جتاس۲ + ب جاس٢‏ أثبت آن: س - گس + ٤س"‏ ص = ۰ 





9 أوجد معادلتى المماس والعمودی للمنحنيات التالية عند النقط المعطاة: 
9 س - س ص ۷ + + ۲ص ۲ = ۱۲ )ما م ۰ ۲) 


ابا س جا ۲ص = ص جتا ۲ س 3) 





9 آوجد معادلتی المماس والعمودی للمنحنیات التالية عند القیم المعطاة: 
()سءن۲+ !ان + »,. ص = کل ان ١1+‏ عندان=. 


(۳) س - ۰۱-6۲ ص = طا0 عند 1-6 





۴ أوجد مساحة المثلث المحدود بمحور الصاداتء المما س» العمودى عليه للمنحنی ۶س۲+ ص ۲۰-۲ 
عند النقطة (۰۱ .)٤-‏ 


© أثبت أن الم: نبين ص؛ + ۹ص = ٦سء‏ س۲-۲ض ۳ س متقاطعان على التعامد عند نقطة الأصل. 





(9) إذا كانت د(س) = ۱۰۰۰س - ١۲س"‏ دالة الإيراد الكلى لبيع س وحدة آوجد: 
١‏ أ) دالة الایراد الحدی. 
الإيراد الحدى عند بيع ۲۰ وحدة. 
ا عدد الوحدات المباعة التى ينعدم عندها الإيراد الحدى. 

9 ذا تحرکت نقطة مادية فى خط مستقیم وکانت العلاقة بين المسافة والزمن هی ف۔-٣ن٣‏ + ٣ن٢‏ - ۶ 
حيث ف بالسنتیمترات. د بالثوانى . آوجد معدل تغير المسافة بالنسبة للزمن فى نهاية ۳ ثوان. 


يكون فیھا طول نصف قطره س سم يساوى اک سم٦/ث.‏ 


یساوی ٢‏ وحدة/ث فأوجد معدل تغیر إحداثيها الصادى بالنسبة للزمن. 


مساحة المستطیل حينئذ؟ 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


9 سلم ثابت الطول ينزلق طرفه العلوى على حائط رأسى بمعدل ك وحدة / ثء أوجد معدل ابتعاد طرفه السفلى 
عن الحائط عندما يميل السلم على الرأسى بزاوية 0 حیث قتا 8 کا 


9 يتمدد هرم رباعى منتظم من المعدن ارتفاعه يساوى طول ضلع قاعدته فيزداد حجمه بمعدل ١اسم”/رثء‏ إذا 
كان معدل تزايد كل من ارتفاع الهرم وطول ضلع قاعدته يساوى ۰,۰۱ سم /ث فأوجد طول ضلع قاعدته. 
9 سلم طوله ٢,٢‏ متر يستند بطرفه العلوى على حائط رأسى وبطرفه السفلى على أرض أفقية. إذا كان طرفه 
السفلی يتحرك مبتعذا عن الحائط بمعدل ٤‏ مت ر/د عندما يكون على بعد ١‏ متر من الحائط . أوجد معدل تحرك 

طرفه العلوى ومعدل تغير قياس زاوية ميل السلم على الأرض حينئذ. 

9 متوازى مستطيلات أبعاده ۳ ٤ء‏ ۱۲ من السنتيمترات إذا كان معدل تزايد بعده الأول ٢سم/ث‏ ومعدل تزايد 
بعده الثانى اسم /ث» ومعدل تناقص بعده الثالث ۳ سم /ث ء فأوجد حجم متوازى المستطيلات فى أى لحظة 
زمنية ن. ومعدل تغير حجمه فى نهاية ؟ ثانية . 

9 إذا كان الطلب على سلعة يخضع للعلاقة س" + 4ص" -17؟1 حيث س عدد الوحدات المطلوبة ء ص السعر 
بالجنيهات . أوجد الإبراد الحدى عند س =۸ وحدات. 

9 خزان بترول على شکل أسطوانة دائرية قائمة طول قطر قاعدتها ۲۶ مترًا. يراد تفريغ الخزان من البترول 
بمعدل ۴۲/دء فما معدل تغير ارتفاع البترول فى الخزان؟ 

9) ترتفع طائرة عمودية رأسيًا لأعلى بمعدل ثابت قدره ۶۲ م/د فإذا تم رصد الطائرة من مشاهد على الأرض ویبعد 
۰ م عن موقع إقلاعها ء فأوجد معدل تغير زاو ية ارتفاع نظر المشاهد للطائرة عندما تكون على ارتفاع ١٥۱م‏ 
من سطح الأرض. 

89 فى سباق ٠٠١‏ مترء یجری لاعب فی مسار مستقيم باتجاه نقطة النهاية» وكانت إحدى الكاميرات ترصد 
حركته من مسافة ٥‏ أمتار وعمودية على مسار السباق وفى نفس المستوى الأفقى للمتسابقين . أوجد سرعة 
تخیر الزاوية التى تدور بها الكاميرا لرصد حركة اللاعب عندما كان على بعد ٥‏ أمتار من نهاية السباق ومعدل 
اقترابه لنقطة النهاية ١٠م‏ /ث. 

9 تتحرك النقطة | (س» ص) على متحلی الدالة ص ے س س بحیث “گے ٣‏ سم / ث آوجد معدل التغیر 
تتحرا ود رر یسیو ہو رك و یہید شر ہت 
فى مساحة المثلث أو ب حيث (و) نقطة الاصل » النقطة ب (۰۰ )٦‏ فى اللحظة التى يكون فيها الإحداثى 
السينى للنقطة المتحركة يساوى ۳۔ 


كتاب الریاضیات البحتة = التفاضل والتكامل 


۸ كاب الرياضيات اة د التفاضل والگافل 





9 آثبت أن المنحنى ( )۵ + (22)ت - ٢‏ يمس الستقیم تا + ك ۔ ۲ عند النقطة (اء ب) 


6۸۵ بالون كروي مملوء بالغاز يتسرب منه الغاز بمعدل س سم”//ث ٠‏ أثبت أن معدل نقص مساحته فى اللحظة التى 
نقطة تتحرك على المنحنى ص٢‏ = ٤س‏ إذا کان معدل تغير إحداثيها السينى بالنسبة للزمن عند النقطة (٤ء )٤-‏ 


(۴۰ مستطيل طوله ٤‏ سم وعرضه ۱۰سم يتناقص طوله بمعدل ۲سم/ ثء بينما يتزايد عرضه بمعدل ۱,۰سم/ث» 
أوجد معدل تغير مساحته بعد مضى ۶ ثوان» ثم أوجد الزمن الذى تتوقف فيه المساحة عن التغیر . كم تکون 


اختبار ترانماو ' 


اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 
() إذا كانت د(س) = ظنا س فان 45 (2) تساوى : 
® ۔ ۶ ابا غ 


(جاع © ` 


ئا 


5 راك کے 5 ون 30 ء ص . 
(۲) تتحرك نقطة على المنحنى ص' - ۲۵ - س' بحيث © - ے فإن: عند النقطة (۰۳۰ ٤)ء‏ 27 تساوى: 


(1) 1 
حت 93 


(ب) ۱ (ج) 5 


۱ 25 
A3‏ لی زه) 
گت ۱ کا ٩‏ 


© إذا كان معادلة العمودى للمنحنى ص = د(س) عند النقطة 0١ 2 ١(‏ هی س + ۶ ص- ه فان ۱(۵) تساوى: 


(1) م (ب) ذل (ج) ء 632 - 


© المماس لا نحنی ص = ۳س - ه عند النقطة )١ - »١(‏ يمر بالنقطة: 
û)‏ 28 ۴) (ب) (۰۳ ۱ ۵2 (۰۲ -ع) 
أجب عن الأسئلة الآتية: 


۲ 

سے 500 ٠.‏ المع 4 
(© إذا كانت س -ن -ن۲ء ص -ن ۔ن آوجد ۳ 0 
عل 


32 المعادلتان البارامتريتان لمنحنى هما س٭ن٢-٦نء‏ ص =۸ ۲ ن ۔٢‏ آوجد معادلة المماس للمنحنى عند ن ٦-‏ 
© اب ج مثلث مساحته م » النقطة ج تتحرك على المستقيم ص ٢س‏ فإذا كان | (ل» ۰)»ب ( ۰۰ ك) حيث 
لء ك ثابتان اش أن 5ش ۔ | +2 

ا 0 
(۸) أوجد معدل تغير ۹۷ + س5 بالنسبة إلى 
1١ 0‏ إذا كان ص = ٤‏ + ظتاس - قا" سء أوجد معادلة العمودى عند س = 
9 مثمن منتظم طول ضلعه ٠١‏ سم ويتزايد بمعدل ۰,۲ سم/ث أوجد معدل تزايد مساحته. 
9 سلم طوله ٤‏ أمتار يرتكز بأحد طرفيه على حائط رأسى وبطرفه الآخر على أرض أفقية» فإذا انزلق الطرف 
الملامس للأرض مبتعدا عن الحائط بمعدل ۲۰ سم/ث . احسب معدل هبوط الطرف العلوى للسلم عندما 
يكون السلم مائلّا على الأرض بزاوية قياسها ‏ . 


عند س = - ۶ 





إذا لم تستطع الاجابة عن أحد هذه الأسئلة يمكنك الاستعانة بالجدول الاتی: 
: 
21 


./" 0 7 
TLC 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 





7 حجم الاسطوانة مساحة القاعدة × الارتفاع 












































كح ئ 
=1 ۲ حو رس 
CC‏ وھ ون کف ون 
و ۰ 
-76-۲ <۱۶۶ « 3 0 ع ات 
كن دن پچ ۴۰ 
وس ۵ 
© .ام لہ 
وت 27 
س a‏ 
ظا60 دس 3 
س - ه ظا0 
5 
٥‏ و ٩‏ 
x 6۲۱۵< ۵‏ و0 
دول دول 
٥‏ ء0 
- ١٠ح‏ ۵ × × 
Yo‏ هاا م ون 
ء0 00 
سح ے ت 5 5 ١٠. ٠‏ 
۳ 7 امام 
1 ص دس اس 
ء ص ری وس 
= و 
و کیا یں ان 
٠+۹ ۳(-۲‏ 
۱ ( ون 


کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوی 





العدلات الزمنية المرتبطة ۱ - ۵ 


وس ۱ 0 
ون 11۹ سم /ٹ 


5 ۱ 
A 1‏ اوب حب 712س 





اسئلة الاختبار 
ری( 
0 


30 
ره لم 


























© وص وص وس ۲۷۱ 
۱ 
كت (۲-۱ن) (-1ن)-(۳-۱ن)(۳) ے ١‏ 
و س" (۱ - )۲ (۱ - ۲ن) 
كن؟ - أن +۲ 
OTN)‏ 
2 عندن = کی س = صفر › ص = ١١‏ النقطة )٠١٠١(‏ 
وص وص وس ۱X۸‏ ۱ 
اس : چے : ع« للب ب (٢ن‏ ۔٦)‏ 
و س دل دل ۲ 00 
١ ٦‏ 
۲ ۱ 
معادلة المماس ص - ۱۱ = س "ص - س ۶۸ = ۰ 
ہے سے س 
9© نفرض أن ص ۷2٦ا‏ ع س 
سه 
وض ء ص وع 
و ع ا ا جس 
(س -۱) -س 


۱ 
8 ۲۰ 5 
دح (۹ + س؟) × س : 

















ون 


۹ 















تفاضل وتكامل الدوال الأسية واللوغاريتمية 


The Calculus of Exponential and 
Logarithmic Funetions 


سح 


تبداً هذه الوحدة بتعريف العدد النيبيرى (ھ) من خلال النهايات 
تیا یس احم نم (۱ +0 ده 


وبالتالی التعرف على الدوال الأسية والدوال اللوغاريتمية 
للاساس (ھ) مع |عطاء الطالب بعض خواص اللوغاریتم الطبیعی 
ومن ثم ایجاد النهایات للوغاریتم الطبیعی مع اعطاء تطبیقات 
حياتية على ذلك. 

وفى الدرس الثانى من هذه الوحدة تناول مشتقات الدوال الأسية 
واللوغاريتمية والمشتقات العليا لهذه الدوال. 

إما الدرس الثالث والأخير من هذه الوحدة فقد تناول تكامل 
الدوال الأسية واللوغاريتمية مع إعطاء تطبيقات هندسية 
وفیز یائیة عليها. 

فى نهاية الوحدة وتنفیذ الأنشطة فيها من المتوقع أن يكون 
الطالب قادرًا على أن: 

8 يتعرف مفهوم العدد النيبيرى ه من خلال النهايات 


١ 
من‎ ١ ۰ ۰ 
ری بج ےہ ور کی‎ 





7 يوجد بعض النهايات التی تؤول إلى العدد ه ومضاعفاته 
نب ات نب [(۱ +-۲)س]۲ < ها 


س > 00 س > 00 
نے 0ے 2 


من سج سن 


٩‏ وس -ص ©> هص - س 
۰ ك0 ين کے 
لو س 
# شتا سم 
ه کس لو 


4 ۵ 


FF‏ يوجد مشتقات الدوال الاسية ص = هس 1 ص دا“ و مشتفه 
الدالة اللوغاريتمية ص = لو س ۰ ص = لو س 
کے ۱ 
7 تكامل الدوال ص = همس ہ۰ لو س 


اپ ۲ مہو 


The Calculus of Exponential 1۱ ogc 1 
r 1 4 7 


8 مقدمة الوحدة 

فى هذه الوحدة» نتعرف العدد النیبیری ه نسبةٌ إلى العالم الاسکتلندی جون نابییر 0۵۴16۲ 100۵0 (۱۵۵۰ - ۱۱۱۷م) 
الذی آدخل مفهوم اللوغاریتمات إلى الریاضیات. كما یسمی أيضًا عدد أويلر ٤۷۱٣٢‏ تكريمًا للعالم الذى درسه باستفاضة 
هو والدوال المرتبطة به واکتشافه للعلاقة ه *7 + ١‏ = ۰ بين آهم خمسة ثوابت فى الریاضیات والتی تربط بین الدوال 
المثلثية والدوال الأسية والأعداد المركبة. 

والعدد ه عدد حقيقى غير نسبى يساوى تقريبًا ۲۷۱۸۲۸۱۸۲۸۲٥۵۹‏ له أهمية كبيرة فى الریاضیات: حيث اتخذ أساسًا 
لدالة لس الطبیعی ,هن [00م©] ۰ ودالة اللوغاریتم الطبیعی 2 س [00 ۱0] وسوف نتناول فی هذه الوحدة دراسة كل 
من هذه الدوال ومشتقاتها وکذلك مشتقاتها العکسية (التکامل) مع استخدام البرامج الرسومية لحل مشکلات رياضية 
وحياتية فى مجالات مختلفة. 


: یی تير ب یں ہر کی ار e‏ 

8 روي لصم 

٠‏ : الك ساد 
1 86 2 

2 + نے 


بحي ۳ 


ہن 
اق أهداف الوحدة 








فى نهاية هذه الوحدة وبعد تنفيذ الأنشطة فيها» من المتوقع أن يكون ‏ یتعرف بعض خواص اللوغاريتم الطبيعى مثل: 

الطالب قادرًا على أن: 

7 یتعرف مفهوم العدد النيبيرى ه من خلال النهايات 
ا کرو ود E‏ 


۰ لو س = ص ©> هص = س 








ا 


8 ا ام ۳ 
_. چس رر 








7 يوجد بعض النھایات التى تؤول إلى العدد ه ومضاعفاته 


۰۲( مشتقات الدوال الأسية ص - ۱ ثراو 
نبا ٦٦‏ +5 مك ٣‏ کٹ ۲ به ص < هت ۰ص 
نع - سے 








ومشتقه الدالة اللوغاريتمية ص = لو س » ص = لو س 
ا 0 
7 یتعرف مفهوم اللوغاريتم ال ان د من خلال النهاية HF‏ تكامل الدوال ص = هس ٠‏ لو س 
می اتا 


و نک 








كتاب الرياضيات العامة - القسم الأدبى - الصف الثانى الثانوى 









































سا 5 ت الأساسية 
المصطلحات الا ساسد 

3 Exponential Equation ۱ 
ا‎ Logarithm 


Form 





3 Common Logarithm 
Natural Logarithm 


Napier’ و‎ Constant 


بت ۱۲ یت تا یی التفكير الناقد - التفكير الابداعی - التفكير التحلیلی - حل 
8 .. 12 0 المشکلات. 


| الدرس (۲ = 50 دالة الأساس الطبيعى واللوغاريت الطبيعى. 





Logarithmic Differentiation 


الدرس ٢(‏ - ۲): مشتقات الدوال الأسية واللوغاريتمية. 
| الدرس ٢(‏ - ۳): تكامل الدوال الأسية واللوغاريتيمة. 





السبورة التعليمية - سبورة مربعات - طباشير ملون - آلة حاسبة 
علمیة - حاسب آلی مزود ببرامج رسومية .(Geo Gebra)‏ 





العرض المباشر - المناقشة - العصف الذهنى - الطريقة الاستباطية 
- التعلم التعاونى - حل المشكلات. 





يتمثل فى الاسئلة الشفهية والتحريرية الفردية والجماعية أثناء 
الدرس وبعد الدرس, والأنشطة المقترحة وسلم النشاط الخاص 
بكل منها والتكاليف الجماعية والفردية وتدريبات عامة على 
الوحدة والأختبار التراكمى فى نهاية الوحدة. 


ويتناول الاتی: 

التعرف على كل من الدوال الأسية والدوال اللوغاريتمية ومن ثم 
يتعرف العدد النيبيرى (ه) الذى ينقسم بدورة إلى دالة الأساس 
الطبیعیء دالة اللوغاريتم الطبیعی حيث يشتق الطالب هذه 
الدوال ويقوم إيضًا بتكامل تلك الدوال. 

ويختتم المخطط بتطبيقات على هذه الدوال تتناول الاتی: 

4 تطبيقات هندسية 

4 تطبيقات اقتصادية 

» تطبيقات فيزيائية 

4 تطبيقات حياتية 


کتاب الطالب - الفصل الدراسی الات 0۵۱ 












































خلفية: 
سبق للطالب دراسة الدالة الأسیة وهی على الصورة د(س) = اس 
لكل س 3 ح وتعرف على بعض خواصهاء لذلك يمكنه تعريف 
العدد (ه) من العلاقة: 


ه ے تبط ا اس 


س > 00 





آی آن: هم - ام + س)ت 
الطبیعی وخواصه وفی نهاية الدرس سیقوم بحل تطبیقات 


مخرحات الدرس: 

فى نهاية هذا الدرس وتنفیذ الأنشطة فيه من المتوقع أن یکون 
الطالب قادرا على آن: 

4 یتعرف العدد النيبيرى (ه) من خلال دراسته للنهایات. 

4 يوجد نہایة دالة تؤدى إلى العدد (ه) ومضاعفاته. 

4 یتعرف على دالة الأساس الطبیعی. 

4 يتقن مفهوم اللوغاریتم الطبیعی من خلال النهایات. 





مفردات اساسية 
» دالة الأساس الطبيعى. 
41 دالة اللوغاريتم الطبيعى:. 





المواد التعليمية المستخدمة: 


السبورة التعليمية - طباشير ملون - آلة حاسبة علمية - برامج 





رسومية للحاسوب. 


مكان التدريس: 


الفصل الدراسى 





مصادر الت شم : 





کات الطالب من صس(۳۸) حتی ص (۶) 


85 سوف تتعا 

23 مفهوم العدد النيبرى ه من خلال 
النهايات. 

2 إيجادنهاية دالة تؤدى إلى العدد ه 





سبق أن درست الدالة الأسية: د (س) = ا“ 
حيث س د ع ء اد ع* - (۱) وعلمت أن منحناها يمر 
بالنقط (۰۰ ١)ء‏ (۰۱ )۰ (-١ء‏ 0 

46 »۰( هل جميع منحنيات الدوال الأسية تمر بالنقطة‎ e 









ومضاعفاته. 


<: تعرّفدالةالأساس الطبیعی. 







































5 مفهوم اللوغاریتم الطبیعی من فسر إجابتك. 
خلال النهایات. ۳ ع 
0 © ذا مر منحنی الدالة الاسية د بالنقطة (۰۱ ۳)ء ما قيمة 
الأساس 0 





9 ۹ المصطلحات الأساسية ) 


 <‏ دالة الأساس الطبیعی 
Natural Exponential‏ 


ڈ ‏ دالة اللوغاریتم الطبيعى 


6 ارسم منحنی الدالة د حيث د(س) = هرس أى f(x) = exp(x)‏ مستخدما برنامج geogebra‏ 
أو أى برنامج رسومی آخر. هل تستطيع اکتشاف قيمة تقريبية للعدد ه؟ 












Natural Logarithmic Functions‏ ی تک ۲ نيحا 0 + عات مر هل ما حاسة 3 ۳ ١‏ 0 ا 
7 س 2 
رم ۱ ٣٢‏ (۱+)۲,۲۵-۲ 
الجیب فی إ كمال الجدول المقابل. ۲ 





© هل تقترب هذه النهاية من القيمة التقريبية 
السابق تعینها للعدد ھ؟ ماذا تستنتح؟ 
6 هل نبا (۱+-)*- نبا (۱+س)» esos‏ 
س > 00 س س > + 
فسر إجابتك من و أ 






9 الأدوات المستخدمة 


< آلة حاسبة علمية. 














< حاسب آلی مزود ببرامج رسومية. 
ڈ ‏ الشبكة العنكبوتية 

ابحث عن العدد ه ورمزه(©) 

فى الشبكة العنکبوتیة لتعرف عنه 
المزيد. 






0 العدد ھ The number e‏ 
یعرف العدد ه من العلاقة: ه = نبا (۱ + 
سے 90 
لاحظ أن 
(١‏ یمکن إيجاد قيمة ه باستخدام حاسبة الجیب بالضغط على المفاتیح 
© ® ® ® + با 


نجد أن ه = ۲,۷۱۸۲۸۱۸۲۸ لاقرب ٩‏ أرقام عشرية 


کتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


"ا اطلب إلى الطلاب تعريف الدالة الأسية من خلال رسم 
منحناها والتعرف على بعض خواصها الأساسية ثم ملىء 
الجدول المرفق فى ص (۳۸). 


ثم استنتاج أنه عندما س سس مو 

فان (۱+ )س -- > ۲,۷ حيث یمکن إيجاد هذه القيمة 

باستخدام الآلة الحاسبة العلمية وذلك باستخدم مفتاح 

(1) ویسمی هذا العدد بالعدد النيبيرى (ه) حيث 

ه = ٣۰۷۱۸۲۸۱۸۲۸‏ وهو مقرب لاقرب 4 أرقام 

و 
× ناقش مع طلابك ما جاء فی مثال (١)ء‏ مثال (؟) ص۳۹ بهدف 

إيجاد نهايات تؤدى إلى قوى العدد (ھ). 


۲م كتاب الرياضيات العامة - القسم الأدبى - الصف الثانى الثانوى 

































































دا2 الأساس الطبيعى واللوغاريتم الطبیعی 


) و هن بت تسا ۷ط 


سے 00 


ا ١‏ 5 7 
مب حتاف ۳ ۰۴60 


0 نہسا(١+٠)“ء‏ نیا (۱ + 31 
سس 1 
س یں 


oe 
أى إن يمكن التعبير عن العدد ه بالصورة:‎ 


نهايات تؤدى إلى قوى العدد ه 
ف مثل 
60 أوجد: 

9 تا(“ 


سے 00 





61 حاول أن تحل 
02 أوجد: 
®( + 
9 
(۲) أوجد: 
eo‏ 
ی 
© الحل 
.1ا بفرض ص = 
:نبا( + )ت = نبال + ص)ل = تسا ((۱ + ص)ت)" = هه 


س > 00 


حيث س ۰ فان ص ٠>‏ عندماس > مه 


٤+ ۲ +‏ ۳+۱۰ ۱ 
ا ب“ ب 
س + 00 س - ۱ س > 00 س ۱ 
8 ۳ 
= نبا(١+‏ 
سس 


سے 00 








التقييم المستمر (الحوار والمناقشة) 
ناقش مع طلابك ما ورد فى بند حاول أن تحل (١)ء‏ (۲) ص۳۹ 
ص(۶۰) وتوصل معهم إلى الإجابات الصحيحة. 


حلول: 
2 

7 E +۱( نبا +“ لنب‎ ÛJ) 
۱) + نبا ( + )س ٢٥ے نل [(۱ + )۲ عا(‎ 


-1 ہس ای تسم (2+1)* ها 


ا سل (١+2)س‏ بوضع = ص 


...س > 00 .٠.‏ ص = صفر 


کی سا (۱+ص)۶۔ ج (۱+ص)۲)۴-دھ 


5 ۱ ۰ ۱ 
7ک وت دص 


ڑج تس ا )سد شو 


دالة الأساس الطبيعى واٹلوغاریتم الطبيعى ۲ - ۱ 


عندما س > ص فإن ص- ٠‏ 


5 نبا (۱+ص)۔( نبا (۱+ص)2) ۳ ھ٣‏ 











)سس 


نس (۱ + تی - ((+)س) ده" 


© رج( ) ۳" بقسمة البسط على المقام 


١ 1‏ 1 3 س٢٢‏ 
7 نسا ( ٣س‏ )س ۔ کے د س ١+‏ ) 
س س 


یوضع اس٣٠‏ دص 
۱ ۱ 
سج ص 
5 بسنا ل 0 
س ے 00 
= نبا )زد 
ص -> 00 


8 
= (ه؛) " = هر" 


معلومة إثرائية للمعلم: 


متسلسلة تایلور المنتهية 
باعتبار أن الدالة د(س) قابلة للاشتقاق ن من المرات فى النقطة 
ت فانه یمکن کتابتها كما پلی: 
د(س) دت. (س) + ع (س) 
حیث ت. (س) تسمی متسلسلة تایلور وتساوی 
5 
تن (س) - رک کس 
ويمكن اعتبار كثيرة الحدود ت. (س) تقريبًا للدالة فی النقطة 
من. 
متسلسلة تایلور الغیر منتهية 


(س - س )2 


دد (س.) 


تن (س) - ۳4 9 - س )2 

وتستخدم متسلسلة تایلور للتعبیر عن آی دالة کثبرة الحدود 
وذلك بایجاد حلول تقريبية للمسائل إذا كان الحل الدقیق 
فى بند تعلم: أكد إلى الطلاب على تعریف الدالة الأسية التی 
آساسها هب کذلك الدالة اللوغاريتمية وأكد على خواص کل 
منهما وتمائلهما حول المستقیم ص = س 


کقاب الطالب - الفصل الذراسی الان ۳م 

























التقييم المستمر (الحوار والمناقشة) 


حلول 


9 


0 لو (س +۳) + لو کے . 


٤ بالضرب فی‎ ١) )۲+ (س‎ ٠ 
۰ = )۱- ..(س +]) (س‎ ۰= ٤- س + ۳س‎ 
مرفوض‎ ٤- س = ۱ء س‎ 
U}= “.ماح‎ 
۱۲۰۰ - ۲۳ ٣ 


هدس" ۶۰۰ 


EOE س"‎ = ٠٠٤ لو‎ 


52 حاول أن تحل 
تب ن [ لو (ن+۱) - لو ن] 


س ے 00 


۔ تبان لو (فچل)- نبا لو ( +س)ذ 


س -> 00 


لو نبا ( + )ن لو هدا 








3 حاول أن تحل 








2" آوجد: 
8 نبا( + ا نبا( - )ات 
© دبا(" 8 ا( 


ٹل پ اج ۲ 5 3 5 ہے وت 53 
ور وی وسو جج وت رگ 1 (متسلسلة تایلور) 
حیث ھ = ۱ + وو ریہ - 





8 تفلم _ 
دالة الأساس الطبيعى 


Natural Exponential Function 





لاحظ أن 
١‏ مجال الدالة د حيث د(س) = هس هو ع ومداها ] [٠٠‏ 
۲ منحنی الدالة يمر بالنقطة (۰۰ ١)ء‏ (۰۱ ه) 
٣۳‏ د(س) = هس دالة احادیة (One -to- One)‏ 

تقبل وجود دالة عكسية تعرف بدالة اللوغار یتم الطبيعى 
(٤‏ نستخدم الرمز 00 60 عند رسم الدالة باستخدام أى برنامج رسومی س > وه 


دالة اللوغاريتم الطبیعی 























لاحظ آن: 

۱ مجال الدالة د حيث د(س) = لوس هو ع" ومداها ع 

۲ منحنی الدالة يمر بالنقط (۰۱ )٠‏ ء (ه. ۱) 

۳( هى دالة عكسية للدالة ص - هس 

(٤‏ پستخدم الرمز 060 لرسم الدالة باستخدام أى برنامج رسومی 

للحاسب الالی۔ 

(o‏ اباد ا يا وف سا لاہ ۱ : بح 
OD‏ < بدا س اھ 

نبا لو س--ه 


سے۰ ها 
































نجد أن لو ۱۰ = ۲۰۳۰۲۰۸۵۰۹۳ لأقرب ٩‏ أرقام عشرية. 


8 كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 





بعض خواص اللوغاریتم الطبیعی 

اللوغاریتم الطبیعی له نفس خواص اللوغاریتمات السابق دراستها. 
إذا كانس دع+ء ص و عم . اد م - (۱) فان: 

(١‏ الصورة لوس = ص تكافىء الصورة هص - س 


اليا لاديس #) وھ د 


)٤‏ لوا = صفر ۵ لوس = (خاصية تغير الأساس) 
5 ۱ 


لكل س ء ص |31ع+ ات ن 3 ع 
7 لوس ص = لوس + لوص ۷( ےر رٹ 
۸ لو سن - ن لو س ٩‏ لوس × لو هم - ۱ 


المعادلات الأسية و اللوغاریتمية 
ف مثال 
0 حل المعادلة: 

(0) س - س ھ اس-۲ - . 
© الحل 


8 .' س - س ھ۲٣۳۰۳‏ = . 


ھا لو (س + ۱ - لو (س - ۲) = لو > 


یہ کے 
آماس = . 
.. محموعة حل المعادلة = ([۰۰ ِ 


5 ." لو (س + ۱ - لو (س - ۲) = لو٤‏ 


ی ےو 


س۔۲ 


+۱ 
ویکون: م ۶ 
٤س‏ - ۸ = س + ١‏ أى س - ۳ 
8 حاول أن تحل 
© أوجد مجموعة حل المعادلة: 
8 لو (س + ) + لو س د . (ب) عمس" - ۱۲۰۰ 
E ۳‏ 


کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوی 


0% کتاب الریاضیات العامة - القسم الأدبی - الصف الثانی الثانوی 


















































یمکن استخدام اللوغاريتمات الطبيعية لإجراء الحسابات العديدة بنفس طريقة استخدام اللوغار یتمات العادیق 
إلا أن ذلك يتطلب جهدا أكبر بكثيرء خاصة أن لو ٢,۳۰۲٢ = ٠١‏ لذلك يفضل استخدامه فیما يتعلق بالنهايات 
والاشتقاق وحل المعادلات الأسية واللوغاريتمية للآأساس هم 
النهايات واللوغاریتم الطبيعى 
و مال 
(4) آثبت أن نا 
© الحل 
نفرض: ص = 1 - ۰۱ عندس ے٠‏ فان ص > ٠‏ 
فيكون ”^ = ۱ + ص بأخذ لوغاریتم الطرفین للأساس ه 
کو و ا = لو ١(‏ + ص) وباستخدام خاصية لوغاريتم القوة 
لو (۱ + ص) 
.'. س لو | = لو (۱ + ص) لی أن: SEES‏ 


ا 


مع 


= لوا 


من (١)ء‏ (۲) ینتج آن: 


تا 


© لو (۱+ص) 
لوا 
لو هسب (۱١+ص)‏ = 


3 حاول أن تحل 
2 آثبت أن: نبان [ لو(ن )١١‏ - لون] = ١‏ 


تطبیقات اللوغاريتمات الطبيعية 

() بعد الحقن يُعطى تركيز عقار معين فى دم المريض بالعلاقة د(ن) = ه ه ٠٠ذ‏ مجم/سم"» حيث ن الزمن 
مقيسًا بالساعات. وتعطى الحقنة التالية حين يهبط د(ن) إلى ٠,٠٠‏ مجم /سم" احسب بعد كم من الساعات 
يجب إعطاء هذه الحقنة. 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 





دا2 الأساس الطبيعى واللوغاريتم الطبیعی 
© الحل 
5 ا قنة الثانیة للمريض عندما: 0 = وه ٦۰ن‏ 
بأخذ لوغاريتم الطرفين للآساس ه ل > لو مسا تارق 
بضغط مفاتيح حاسبة الجيب 
نجد أن :ن > ۷,٦۷٦‏ ساعة 


8 حاول أن تحل 





دالة الأساس الطبیعی واللوغاریتم الطبیعی ۲ - ۱ 





التقييم المستمر (الحوار والمناقشة) 
ناقش مع طلابك ما ورد فى بند حاول أن تحل اء (۶۳) وتوصل 


© ۷ 1۱۰۷۳۲ - ۲۳,۲ < سے اس بر . 1۹ 


۳۳۳۷ 
۳۳۲۰ 
۳۳۳۷ 


لو سے ے اس 


ES 


هجا - 


هم 


لو 1۱,۳۹ س 
ھ 
المعدل س = ۰,۰۵0٥‏ لا 
ن = ۲۰۱۰١‏ - ۲۰۰۷ء۸ سنوات 
۰ جنیها 
.. ص = اھ ہن 

2 ۱۱۰۱۲۱۸۰ = ٣٣۱۱۰۳×ھ‏ ۸ہ 


۸ 
٩ - ۰ رسک‎ ۷۱۳۷۷۲ ~ ۸ 


۷ ۷ 
جه 7۸ - -- لو = ۸ص 
ھ 


٥۵ ™® 90 9‏ ® 5ہ ® ® ® © ١‏ بدا 

















ر۵) إذا كانت مبيعات إحدى الشركات بملايين الجنيهات تتحدد بالعلاقة د(ن) = ۲۳,۲ همعن » حيث ن الزمن مقاسًا 
بالسنوات» ص المعدل الثابت المستهدف لز يادة المبيعات.إذا حققت الشركة مبيعات قدرھا۲۷, ۳۲ملیون جنيه بعد 
٦‏ سنوات» احسب هذا المعدل بالنسبة مئوية. 

تقدير معدلات النمو 

© النمذجة الریاضیق بلغ تعداد سكان مصر عام ۱۹۹١‏ حوالى 1۱,۶0۲ مليون نسمة » 6 مليون عام ۲۰۰٢‏ 
احسب معدل نمو السکان السنوی (بفرض ثباته)ء ثم قدر عدد سکان مصر عام ۰ 

© الحل 
نمذجة المشكلة: يمكن قياس معدل النمو من خلال دالة الأساس الطبيعى ص = هرمن 
باستخدام البيانات المعطاه حيث: 
| عدد السکان سنة الأساس (عند ن <۰)۰ 
باعتبار سنة الأساس ۱۹۹۲ (عندن= )٠‏ فان 


Estimating Growth Rates 


ن عدد السنوات 

ص عدد السکان بعد زمن ن 

ص = 1۱,2۵۲ = اھے×' .|= ٦٦,٦٤٤٤‏ 
فى عام ۲۰۰٢‏ (ن ۲۰۰۹ - 2۱۹۹7 ۱۰) فان ص ۷۱,۵2 

بأخذ لوغاریتم الطرفین للأساس ه 

.نس = لك لو ۷٦,٥‏ - لو 1٦,٦0٤‏ > ۰۰۲۱۹ 


۰ ۷۴,۵ = 1۱,2۵۲ هلس 
لو ۷٦,٣‏ = لو ٦٦,٦٤٤‏ + ۱۰س 


أى إن معدل نمو السکان السنوی - ٠*٠۹‏ ے 2,۹ 

وتكون دالة الأساس الطبیعی لنمو السكان هى: ص 71,507 هر ۰۰۰۲۱۹ ذ 
لتقدير عدد السکان عام ۲۰۲۰ فإن 2 ن = ۲۰۲۰ - ١۱۹۹ء‏ ۲۶ 
ص = ٦٦,٥٤٤‏ ۳۶۳۰۰۰۲۱ بح ۱۰۲,۹۵۶ 


أى إن العدد المقدر لسكان مصر عام ٠‏ يقترب من ۱۰۳,۹۶۶ مليون نسمة. 
8 حاول أن تحل 


© زاد الایراد الکلی لشركة من ۰ ملیون جنیه عام ۲۰۰۷ إلى ۰ مليون جنیه عام ۰۲۰۱۵ آوجد المعدل السنوی 


کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوی 





کتاب الطالب د القفصل الذ انم الٹائی 















حلول تمارين (؟ - ۱) ص )٤٤(‏ 
7 د ١‏ 
م۳ ب رید 


7 = سا [(۱ + )س × (۱+ )| 





دج ١‏ دهم 
ر) بے ربص نبا [(0+ )ص +( + ج)] 
ص > 00 
= ھ + ۱ - و- 
1 س ۷۲ س + ۶ ۲ ۶ س +ع 
0 با[ س + ۳ ۳ 1 ا ون دم 
و ص دس ٣۲۹۰‏ 
3 3 3 
)ص"۱ - د )ص | 
یر سا شا 
= ھ٤‏ :۱ - ج٤‏ 


9 الطرف الأبسر - + [ ۶ س (س۱+۲)] 

- لو (س (س۲+ ۳ لو ۷ س (س۱7۲) 
09 ۰٣٣ھ‏ س - ۱1 ہت 

لو ۳ مس ند ۱,۱۷۶ 
کی دور ونیم 


٢ھ‏ ٢۔٥‏ مس + ۲ - ۰ 


(۲ هرس -۱) (هرس - ۲) = ۰ 


هس + س - لو 
هب < ۲ س - لو ۲ 
ماح =( چ و ۲] 
9 2 (س۲ -س -٦)۔‏ لو ٦‏ 
س٣‏ - س 17 - صفر 
TT‏ .“اس دع 
0-7 
9 لو («ص"+ دص) - د ۷ 
اص + 0ص - ¥= ۰ 
(۲ ص + ۷) (ص - ۱) = ۰ 
.ص 2 ۱ كام 
جک 
© سرت 
اس -۶<۱ + ۲س 5 ۰ س - 6 EE‏ 
0۷۵ لو (س -۔٤)۔‏ لو ھ_+ لو س - لو هاس 





وی تمارين ۱-۱ ۴ 


اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 





۱ ۲ 
0 تی ان ”یساوی 

۱ (ج) ۲ (ج) ه اد )ھا 
© إذا کان هس :۹-۱ - فان س لأقرب ۳ آرقام عشرية يساوى: 

( ۱,۷ اب ۱۱۹۲۲ اج ۲,۱۹۷ O‏ 





(۴) إذا کان لوس + لو (س + ) = لو٣‏ فان س تنتمی إلى المجموعة: 


(1) ۳ @ رم © رد م (ه) رد ۲) 
© إذا کان مسج" فان م یساوی 
(۱ (ب) د ۳۹03 (د) ه 




















آوجد: 

70 اک ی تا 
+ 7 لو ه(۲+۱س) لو ه (۱+ 

سے و سس وھ کے ہن 















© آثبت آن: لو ١‏ س س۱+۲) - ۲ [لوس + لو (س 





حل المعادلة: 


69 ۳ هس = ۱1 09 امس + ۲ج -س - ه 

69 لو (س - ۳) + لو (س +۲ = لوا 69 لو ص + لو (اص + ) = لو۷ 
69 لو (اس - )١‏ - لو (۷ + س) = لو ۲ 9 لو (س - ۶) = ١‏ + لوس 

69 ۲ لو (س - ۲) = لو (س + ه) + لوء 69 لوس - لو (س - )١‏ -+ لو ۲۰ 


2 الریط بالکیمیاع تتحلل مادة مع مرور الزمن بصورة أسية حسب المعادلة ص = ۵۰ ه 3۰۰۳۳۲ حبث ص كمية 
المادة بالجرام بعد ن سنةء حدد المدة التی يتحلل فیها نصف كمية المادة (مدة نصف العمر). 

9 الشبكة الدولیة للمعلومات: يتزايد عدد مستخدمی الشبكة الدولية للمعلومات (الانترنت) مقدرًا بالملیون 
بدولة ما بالعلاقة د(ن) = 1ه ٠٠"‏ حيث ن تمثل الزمن بالسنوات منذ عام ۲۰۱۰. 
[ 1 احسب فی أى عام كان عدد مستخدمی الانترنت ٤,۱‏ ملیون مستخدم. 
() کم تتوقع أن یکون عدد مستخدمی الانترنت عام ۲۰۲۰. 


۰ کتاب الریاضیات البحتة - التقاضل والتکامل 








هم کے 

زاس ات اس ورن ٣×‏ 
س" - ١٠س‏ - ١١‏ - صفر 
(س - ۱۱) (س +۱) = ۰ 


بلك دہ 





لو د لو ه ہس = ةس - 9۵ 
ھ 
سس 


0 كتاب الرياضيات العامة - القسم الأدبى - الصف الثانى الثانوى 


















2 مشتقات الدوال الاسیة. 






س 
باستخدام الآلة الحاسبة أكمل الجدول التالى واستكشف نبا ^ 
ات سن 





< مشتقات الدوال اللوغارتمية. 
5 التفاضل اللوغاریتمی. 

< المشتقات العلیا للدوال الأسية 
واللوغارتمية. 
2 نمذجة المشکلات. 









س | ۱ 0ڑ e5 sso‏ ومن e‏ 
022" 
وت 





























9 سد 


Derivative of Natural Exponential Function مشتقة دالة الأساس الطبیعی‎ 












5 6 المصطلحات الأساسية ) 


- شتقة 

















Derivative 





2 قاعدةالسلسلة 
+ اة لی First Derivative‏ 
< الاشتقاق اللوغاريتمى 


Logarithmic Differentiation 


Chain Rule 








أى ا 
أن وس 





مشتقة دالة الأساس الطبيعى 


9م مثال 
)١(‏ أوجد المشتقة الأولى لكل من: 
(1) ص -س۲+۰۲هتس ‏ (#) ص -س۲هس 


© الحل 
8 .۰ص ۹ س" + ۲ ورس 


8 مات تلم 


3 آلةحاسبة علمية 





۲ 
© سس اه همس 


0١+ اس‎ 


ىو 
کک اس + ۲ (ھ”) = س ٣+‏ هاس 


0 0 0 
(ب! .×ص = س۲ هت بط س۲ش (ه) + هتسش (س") 
وس وس وس 





)۲ + س(”ھ٢س-“”ھ٢س٣+‎ ”ھ٢سے‎ 


کتاب الطالب - الصف الثالٹ الثانوى 






۰ ۰4 هو 
حلفنه: 
9 


هو 





يتناول هذا الدرس مشتقة دالة الأساس الطبيعى (هس) ومشتقة 
الدالة الأسية للأساس ۰۱ كذلك مشتقة دالة اللوغاريتم الطبيعى 
ومشتقة الدالة اللوغاريتمية للاساس () مع إعطاء 
التطبيقات الهندسية والحياتية» ويلزم المام الطالب بقواعد 
الأشتقاق السابق ذكرها وأهمها قاعدة السلسلة. 

مخرجات تعلم الدرس 

فى نهاية هذا الدرس وتنفيذ الأنشطة فيه من المتوقع أن يكون 
الطالب قادرًا على أن: 

4 جد مشتقات الدوال الاسية. 

4 پوجد مشتقات الدوال اللوغاريتمية 

4 یو جد الشتقات العلا للدوال الاسية والدوال اللوغاريتمية. 


» يحل تطبیقات حياتية تتناول مشتقات الدوال الاسية والل و غاريتمية. 


مفردات آساسیة: 





4 مشتقة اشتقاق» آس 
» آشتقاق لوغاریتمی - قاعدة سلسلة 


المواد التعليمية المستخدمة: 
السبورة التعليمية - طباشیر ملون - آلة حاسبة علمية - برامج 
رسومية للحاسوب 





مکان التدریس: 


الفصل الدراسی 





مصادر ا لتعلم: 
کتاب الطالب من ص(4۵) إلى ص (۵۳) 


yT 
اطلب إلى الطلاب اکمال الجدول فی ص٤٥ باستخدام الآلة‎ 
۱- همس‎ 
وذلك للتوصل إلى‎  - الحاسبة لإيجاد علاقة بين س ء‎ 
سن‎ 
۲ 1 ۱ 
(هس) = همس‎ TE مشتقة دالة الاساس الطبيعى وهی ان:‎ 


اجراعات الدرس: 

ناقش مع الطلاب مثال )١(‏ ص )٥٤(‏ 
وهو يشمل الآتى 

× مشتقة حاصل ضرب دالتين 

۸ مشتقة قسمة دالتين 


× حيث أن إحدى الدالتين هی الدالة هس. 


کاب الظالي- الفصل الدراسى الان ۵۷ 



































التقبیم المستمر (الحوار والمناقش) 

ناقش مع طلابك ما ورد فى بند حاول أن تحل ص(۶0) ء ص(۶۷) 
وتوصل معهم إلى الاجابات الصحیحة. 

حلول 


حاول ان کنل رن 
1 ص -۲هت+چتا اس 




















وى ص 
= ۲ھ -؟ جا ٢۲س‏ 
وس : 
ص - هس جا س 
ؤض 
= همس جا س + هس جتا س 
و : : 
اض 
- هس (جاس + جتا س) 
وس هحمس 
جا 0.0 ص - ظا س 
و ص هس (ظاس - هرس قا" 
س س 
ئس - ظا" س 
و ص هس ظا س - قا۲ س 
ئس 0 ظا" س 


حاول أن تحل 0 


0 ص د امن + هراس 











و ص 
= ۲ + اهنا 
و س 
١‏ 
= > ه ادس" 
وص ١‏ 
داور 7۷ نآ پوس 
و س 
وص 
= - س هر ۷-س۲ 
و س 
زج ص - زه ۲س + جر -۲س)۲ 
ء ص 





= ۳ (هآاس + ه-'س)" ٢(‏ ھ٢‏ ۔ ٢ھ‏ ۲۰س) 
و س 


حاول أن تخل (۳) 

(i)‏ ص حوصس؟ 7 اس 
بوضع ع = س" + اس 
و ص و ص دع 


Xx 
و س وع و س‎ 











- دع لو ۵٥۵۷س‏ + ۲) 


= وس" + ۲س × لو ۵ (۲س + ۲) 


ص۲س 00 












7 
5 ۰ اهمس رو (س + ۱) 7 سک ویج تا ١س‏ هرس 
* گا س+۱ وس 0 (س ۲6۱۰ (س +۲0۱ 
8 حاول أن تحل 
ا یر مما بات 1 
0 نہ واس لكل مما یاتی 
(1) ص = ۲ھ س + جتا اس (ب) ص = هس جا س ص - سے کے 
س 
تفکیرناقد: ما العلاقة بين ميل المماس للمنحنى ص = هس عند أى نقطة عليه والإحداثى الصادی لهذه النقطة؟ 


فسر إجابتك 


لاحظ أن إذا كانت ع دالة قابلة للاشتقاق بالنسبة إلى س ء د(س) - همع اذ دك 





قاعدة السلسلة 


ف مثال 
© أوجد المشتقة الأولى لكل من: 
(1) ص - هر ۲س۲+ه 


© الحل 





ص = عهم_قاس 


جا ص = (ه'س - ه-'س)* 








0 5و ۲ ۳ 
( )۰ - هر ۲سآ+ه ۳۹ گن ے ے_٣‏ سن ؟ اه بر 0 ۳ب ۲ + و) اح ی چ ٣سن‏ 
8 .ص 7 کہ (۲س۲ + ه) = اس 
(ب) ۰.١‏ ص - ٣ھ‏ قاس .», ک گك د ٣ھ‏ قاس × حك (قا س) = ٣‏ هقاس * قاس طا س 
۶وس 
۵2" ۰ص = (هاس - جر_>۲س)٩‏ 1 ھت ے٥‏ (ھ س ۔ ه-'س)ء [٣ھ‏ ٣س‏ + ۲ه-۲س] 
و س 
38 حاول أن تحل 
© آوجد ےگ لكل مما يأتى: 
جن 
8 ص - اس + هراس @ ص سل ۷٣س‏ @ ص - (ھ اس + ه-س)۲ 


© لم 


Derivative of Exponential Function to the Base a | مشتقة الدالة الأسية للأساس‎ 
و‎ 


لو |= ص لو مه 





لاحظ أن |= 7 (من خواص اللوغاریتمات) 7ے [مةا]تدمسها 


ويكون گے (ا۳) - حك رھ 2) - ما × لو | - ۱" × لوا 


کتاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتکامل 


ص = لو | 


و ص 


:ا٢‏ وو وو 
= ا لو ۲ قا س قا س ظا س 


ھ 





و س 


۳ Vu 
ہے ٢ک س ظاس « لو ماج س‎ 


هم 
٢س‏ س” - ۵ 
(ج) ص -ه ”| 
و ص 
و س 





۳ ۳ ۵-۲ 
۲س یر اس ۲ 0 سس پر اس 


۲ھ لو ×٢س‏ 


ھ 


ھ٢‎ - 


= ٢ھ_٢س‏ × [٥٢|‏ + س لو ]] 
تفکیر ناقد: ص٤٦‏ 
يهدف هذا التفكير إلى أن مشتقة الدالة ص - هس عند أى نقطة 
هو نفسة قيمة الإحداثى الصادى لهذه النقطة. 
إجابة التفكير 
ميل المماس للمنحنى 
وص 


هم 





0۸ كتاب الرياضيات العامة - القسم الأدبى - الصف الثانى الثانوى 








مشتقات الدوال الأسية واللوغارتمية ۲٢‏ 


مشتقه الدالة الأسية 


ف مار 
(5) أوجد > لكل مما يأتى: 
8 ص ‏ ۰ × دس (ب) ص - ۲(۳س۲- مس +۲) (ج) ص = هجاس پر م -دس 
© الحل 
0 


(0 .۰ ص = ه × وس پر ات ىح رپ = ما لو + 
دس وس ف 


(ب) .۰ ص - ۲۳س۲-هس +۲ . کک = (مس - x (o‏ ٣(٣س؟‏ - دس +۲) × لو ٣‏ 
9 ۰" ص = و سس و تا و با سے (٣-٥س)‏ + «(-دس) رگم جاس 
وس وس ہن 
= هر جاس [-و × ٥-٣‏ س لو 0] + ٢٥٥س‏ [ه_جاس جتا س] 
- ۰-۲س م جاس [لو 5-0 + جتا س] 
1 حاول أن تحل 
© أوجد > لكل مما يأتى: 
و س 
(1) ص ‏ ہس + ۲س (ب) ص ‏ ۷ قاس 


© ص - ره إس'-ه 


Derivative of Natural Logarithm Function 


مشتقة دالة اللوغاريتم الطبيعى 
ےہ 5 ۱ 
1 ی رٹک 

لاحظ أن الدالة اللوغاريتمية هی دالة عكسية للدالة الأسية 

إذا کان ص = لوس _- فان س -هص 

بتفاضل طرفی العلاقة (۱) بالسبة إلى س .۰ 

۲ بش ای 

من (١)ء‏ (۲) ينتج أن: ا 

مشتقة دالة اللوغاريتم الطبیعی 

في مثل 

(4) أوجد المشتقة الأولى لكل مما يأتى: 

(أ) ص -۲س + لوس (#) ص = (۲س*- ۳) لوس 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 





فى بند تعلم : ص ١۷‏ 


أكد إلى الطلاب أن الدالة اللوغاريتمية هی الصورة العكسية 


للدالة الاسیة. 
إذا كانت د(س) = لو س فإن س > ٠‏ 
فى بند تفكير ناقد ص (4۸) 


يهدف هذا التفكير إلى إيجاد علاقة بين ميل المماس (مشتقة 
و ۶ يها ۶ ۰ 

الدا۵ة) ل لو س عند ای نقطة والاحدائی السينى 
و س ٠۰‏ 


هم 


ميل المماس (_) = مقلوب الاحداثى السينى لنقطة 


التماس 
إجابة 


۱ 
مقلوب الاحداثی السینی لنقطة التماس 


النفییم المسنمر (المنابعة والحوار): 
ناقش مع طلابك ما ورد فى بند حاول أن تحل وتوصل معهم إلى 
ال ات اا 





کتاب الطالب - الفصل الدراسی الات 





مشتقات الدوال الأسية واللوغاريتمية ۲ - ۲ 


الحلول 


حاول أن تخل ) 











همه 
دص ١‏ -۲ 
= ۲۳ سب سس 
و س سس سن 
ص = سا لو س 
ھ 
و ص 
- ٢س‏ لو س و اح 
وس ه 
- ۲س لو س + س 
ھ 
۴١‏ سی 
رج ص = و - ( لو س) - ۲ 
س همه 
ھ 
وى ص 
<-۱( لو س) × 
۳ 1 


حاول أن تحل (0) 
(1 ص - لو (۷س - ۲)۲ 


١ ١ وص‎ 
۷۔ ۱۔ح‎ ×× )٣ ۔‎ aN) ٣ < 
0 ا ا‎ TET 


ص - ٢س‏ لو س" 
0 هم 
و س 








١ 
"س٣‎ × 7 لو س۲ + انين‎ س٤‎ = 


ھ 


- ۶س لو س + س 


۵۹ 






التقييم المستمر (الحوار والمناقشة) 























ہے 4 x‏ ۳ 
و س (٣س‏ +۱) لو .۱ 
هم 
ع اام ۳ 
و ص 
گے بسح 22 ۲ 
کسر ۶ لو .۱ لو .۱ ۱ 
هم هم 
١‏ 
وص ۲(۶س۶<۳)۳-۲س 
ھے جو E‏ 
و س (٢س‏ 0 لو ۲ 
هم 
١‏ 
و ضس ۱1 5 ہے 
وق تس لوم ا 
ھ ۱ 
۶ء ص ۱ 
(ه) x‏ وب وز 
(لو س) i‏ 
همه 
٦‏ لو ١‏ 
سس 
5 
ےے_ = 
وس سس لو .۱ 
همه 
د لو ١‏ 
د س 
سے سس ا 
وى س ۳ لو .۱ 
ج 
حاول أن تحل (۷) 
و ص ١ ١‏ و ص 
2 الما سم ا 
وس سن سن اج 


(ص - لو ؟) ١--‏ (س-١).‏ ص--س + لو ۱+۲ 


ھ ھ 


احداثی ب =( 9 ۱+۲ ۰) 








© اس 








۱ 
®@ .۰ص = ٣س‏ + لو س ب شك د م + حك (لو س) ۳2+ 
(7) اص = (×س* - ۲ لو س .کک = (اس*-۳) سك (لو س) + (لو س) سكب (اس*-۲) 


= (۲س° - ۲۳) سل + ٠س‏ لو س 
= ل [(اس* - ۲) + ١١س*‏ لو س] 
3ھ E‏ ہے الاش كا و 


لو س ١+‏ وس (لو س +۲6۱ 






5 
س (لو س +۲6 
















3 حاول أن تحل 





رع) آوجد 7 لكل مما یأتی: 
ىس ١‏ - ۲ لو س 
لا ص - ه - ۲ لو س @ ص = س٢‏ لو س © ص - و 


تفكيرناقد: ما العلاقة بين ميل المماس للمنحنى ص = لو س عند أى نقطة عليه والإحداثى السينى لنقطة المماس؟ 
فسر إجابتك. 5 
لاحظ آن 





© إذا كانت ع دالة قابلة للاشتقاق بالنسبة إلى س ء د(س) = لو ع 








۶ [ذا کانت س < ۰ قان: سک [نو کی ای کچ 
سس ه دوك س 


© وبوجة عام 





قاعدة السلسلة 


فم مال 


5 ۹ 5 
(۵) أوجد - لكل مما يأتى: 








۲ 
(1) ص = لو (۷س۳+٩)‏ (©) ص = سءَ لو س٣‏ 9 او سپ 
0 الحل ۱ 5 
5 س 
8 .۰ص = لو (۲س۲ + ؛) .. ج جج ان ۸ EE‏ 
ی كو 
(9) .٠ص‏ = سء لو س٣‏ کر ا کت و یں ا (س*) 


کتاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتکامل 


مشتقات الدوال الأسية واللوغارتمية ۲-۲ 


۱ 
ج ہہ بت ہج رٹ 
= ٣س٢‏ + ٤س؟‏ لو س٢‏ = س۲[۲ + ء لو س ] 
ھ ھ 


۳ س" /_ س +۷ (س +۷) (۲س) - س" × ۱ _. س٤٤‏ 
رج وس راو ٹا س5 (س + ۲)۷ 5 س (س + ۷) 
61 حاول أن تحل 
(0) أوجد 72 لکل مما يأتى: 

إن © 


([) ص = لو (لاس - ۲)۳ @ ص = ۲س" لو س٣‏ 


و سس 
68 تفلم 
مشتقه الدالة اللوغاريتمية للأساس | Derivative of Logarithmic Function to the Base a‏ 


FIO 


من خواص اللوغارتیمات 
لو س 
0 3 ۱ 


ا لوا 
۳ ۱ 


مشتقه الدالة اللوغارتيمية 
فم مثل 

(5) أوجد کک لكل مما يأتى: 
0 صن د أو ين 

4 








کتاب الطالب - الصف الثالث الثاخوی 


و کتاب الریاضیات العامة - القسم الأدبى - الصف الثانی الثانوی 












































۰ ص = لو |٢س‏ - ۱۳ جم 
8 حاول أن تحل 


x 


وس (٥س‏ - ۷۳ لو ۱۰ (اس - ۳) لو ۱۰" اس - ۲ 


آوجد ميل المماس لکل من المنحنیات التالية عند قیم س المعطاة: 


0 ص = لو ەس + سدم 
1 


@ ص = لو (اس۲ - ۰*۲ س - ۱ 


(ب) ص = ٤‏ لو (٣س‏ + ۱ س = 
[2) ص = ۲ (لو س)۲ ین 2 ۳ 


(۷) تطبیقلت _هندسية: ؟ ب مماس للمنحنی ص = لو ج فی النقطة ج (۰۱ ص) ویقطع محور السینات فی 
النقطة أ ومحور الصادات فى النقطة ب آوجد طول اب 


©> الحل 
لإيجاد طول اب نتبع المخطط المقابل 
ميل المماس عند أى نقطة: گگگ ے اکا × لل - 
1 وى س س ۲ 
۰ آب يمس المنحنى فى النقطة ج (۰۱ ص) 
فان ص = لو + = - لو ۲ 
وتکون معادلة المماس أب عند ج هى: 
ص + لو ۲ = س - ۱ 
٠.‏ ]ب یقطع محور السینات فى النقطة | 
ویقطع محور الصادات فى النقطة ب 
ویکون (اب)۲ = (۱ + لو ۲)۲ + (۱ + لو ۲)۲ 
8 حاول أن تحل 
(۷) إذا کان العمودی للمنحنی ص = لو ٢س‏ عند النقطة | (۰۱ 
تطبیقات رباضية 


الاشتقاق اللوغاریتمی 


س 


ی أن ج (١ء‏ - لو ۲) ف 


معادلة المماس نقط التقاطع طول 
ات 3 اہب 


مب 


یتست 





۳ 


كت 

















,۰ ۱(1+ لو ۲ ۰) 


ه 


ی - ١‏ - لو ۲) 
.. اب = ۲۷ (۱ + لو ۲) 


لو ۲) یقطع محور السینات فی النقطة ب آوجد طول 


Logarithmic Differentiation 


يمكن التعبير عن العلاقة بين المتغيرات بصورة لوغارتيمية بأخذ اللوغاريتم الطبیعی لطرفيها واستخدام خواص 


ف مثال 
3 یو ص 0 
(۸) أوجد > لكل مما يأتى: 
(1) ص = (س۲ + وت 


(ب) ص = [جاس] ظاس 


کتاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتکامل 


س 


مشتقات الدوال الأسية واللوغارتمية 


بأخذ اللوغاريتم الطبيعى لطرفى العلاقة 
باشتقاق طرفى العلاقة بالنسبة إلى س 


يشب × اس" بضرب الطرفین × ص = (س۲ 709.0 


)نر تسل + لو (س؟ + ه)] 


س۳+ ۵ 


لو ص - طاس لو جاس 


يأخذ اللوغاریتم الطبیعی لطرفی العلاقة 
باشتقاق الطرفین بالنسبة إلى س 


۱ 
جک - طاس × سكت (لوجاس) + لوجاس × کہ (طاس) 


صن امن 
جاس ۱ 


= ِ × جتاس + لو جاس × قاس 


جتاس جاس 


= ۱+ قاس لوجاس 


٠‏ ڑگ = [جاس]طاس ١(‏ + قا'س لوجاس 


و س 
8 حاول أن تحل 
(۸) أوجد حك لكل ممايأتى 
ص = ساس 


@ الحل 


() ص = (جا 


بضرب الطرفین × ص = [جا س]طاس 
( 


س )س (ج) ص" - ۳۳ × چگ 


نيت آن: )۱ -س٢)‏ ص4- س٢ص‏ 


۰ ص = هم-س سد بأخذ لوغاريتم الطرفين للأساس ه 


١ ۱ : ۲‏ س 
لوص = لوهس + 3 لو لا 
ھ هم همه بو 


لوص = -س + ط[لو(١+س)‏ - لو ١(‏ - س)] 


¢ 
1 
6 
2 

3 
9 
3 


3 
3 
5 5-5 
۔ے 
ا 
¢ 
× 


با ...ےا 
١ 0‏ س جج 


اک 


۲2۰-۱ 


+1 عد تع 
۲ 
۱ -۱+س۱+۲ 





امو 
1 
Il‏ 


۲-۱ ۲2۰-۱ 


<| “|¢ <| 


و )۱ -س٢)‏ ص4- س٢ص‏ 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 





مشتقات الدوال الأسية واللوغاريتمية ۲ - ۲ 


حاول أن تحل (۸) 


60 لو ص = ٢س‏ لو س 

















۱ ۲ و ص‎ ١ 
×× w+ 1 e 
ضس وس سے 3 س‎ 
و ص‎ 
]۲ + بين انت [۲ لو س‎ 
لو ص = س لو جا س‎ 
کے ھ‎ 
۱ وص‎ ۱ 
ہے ے١ الى ا تا × حا‎ 5 
ی 9 نع یئ 18 ۶ ہا سل‎ 
۱ و ص‎ 
(جا س)س [ لو جا س + س ظتا س]‎ = 
ھ‎ 


رج ص ۲ - ۲س ۷« ۲ص ه 
۰۰ لو ص - لو ٣س‏ + لو ص 


ھ ھ هم 


۲ لو ص = س لو ۳+ ص لو ۲ 











همه همه هم 
5 نص ىوض 
تس ے الو ا × لو ۲ 
صن وس 7 وس "۳ 
و ص 
[ل- لو ۲] - لو ۲ 
تن ا ہے ۴ 
لو م 





حاول أن تحل () 


ار ت١ ٠.‏ لو ص = لو اه س 


ھ ھ 


لو ص - لو + لو هر - لو |+ 5 


ھ کا ہہ ھ و7 


س لو ص = س لو + ب 


س 7 
E‏ بالضرب × ص 
ص لو ص + س ص - ص لو | بالاستقامة مرة ثانية 
2 32 ۱ ۔ 5 2 ای ۔ 
ہے سي وو سرس ٹہ 
ص لو ص + ۲ص + س ص -ص لو | - . 
ص [ لو ص - لو |] + ۷۲ص + س ص = ٠‏ 


س ص ص + اص ص - س ص" - ۰ 


من (۱) 7 ص۔س را  -‏ »اص : 


بالتعویض فى (۲) 
بالضرب × ص 


و س ص ' + ۲ص +س‌ص = . 
ص 


کتاب الطالب ‏ الفصل الدراسس الٹائی ٦٦‏ 













































حلول تمارين (۲ -۲) 
رل ب 0 
0 (4) ب 


و ص 
© = ھاس × ١س٤‏ ا ٥۱١ص٤‏ چ ٣س‏ 
































و س 
اض 
رہ = ھ_٢س‏ س × (٢س‏ - )١‏ 
و س 
و ص 
ر0 = -” (۳س -1)-5 × سس ١‏ لو م 
و ضص وب ۲٢۔۳‏ 
0 ۲ هس۱۲ ۰ ۱ ۱۰ 
ف 7 س 
6 
دص - 3 چم س۳-۲ 
ورہن ص 
ین فى لكك 
و س 5 ٢س‏ - ۷ 
ذا 
6 ء ص ۲ (س )١+‏ 
حابن اس س س 
س + ۷ (س + ۷) × ٢س‏ - س" 
و ص 
9 چم 
و س س (س + ۲6۷ 
يق 7 انين سن 2۶۴ 
س" (س + ۷) س (س + ۷) 
و ص لو ۱ ۱ 
e‏ رر 
ویو ہو رہ 


= ٢س‏ لو س + س = س (۲ لو س+١)‏ 





همه 
2 ص - ۲ لو (۶س + ) 

هم 
و ص ١‏ 
ہم کل ) سے ع 
وس (۶س ۹۴) لو م 

۸ ھ 

(۶س +4) لوم 
وض مه 

ےد قا هس ظا ہس × ہس 


- هس قا هس × ظا ہس 








و ص 0 
9 = ۳۲ج اس وم عا × 
لو م 
همه 








وس ۳۵ ف 
= " هراس _ ململ 
س لو ٢‏ 
ھ 
وص ۱ ۱ 
نس س ‏ رک 


38 حاول أن تحل 
60 إذا كانت ص = اھ“ اثبت آن: س ص ص4 + ٢ص‏ ص - س ص" - . 








#۲ تمارین ۲-۲ ¥ 





اختر الاجاية الصحيحة من بين الإجابات المعطاة 
62 إذا كانت د(س) = هس فان #(س) تساوی: 


® هماس ٣ج‏ _ اس 








(ج) وماس (۵) عماس 


© إذا کان د(س) = اهس فإن ۸(-) تساوى: 
1 -د() - ۸) () - د(۲( © در( 

(۴) منحنی الدالة د: د(س) = ۱ + لو (س - ۲) هو نفس منحنی الدالة سس :ہے (س) = لو س بالانتقال: 
9ء ۲) (ب) وى -۲) 9ءء )و 

(ي) النسبة بين ميل مماس المنحنی ص = لو ٣١س‏ + ومیل مماس المنحنى ص = لو ٥۷س‏ +5 عند س | كنسبة 
6 ۲:ه (ب) ۳:۵ (ج) ۱:۱ (©6 و ۳: لوه 















آوجد المشتقة الأولى لکل من : 


(ھ) ص = ه'سه 9 ص = هرس۲-س (6 ص = (مس ۲-۱۰ 

(4) ص٢‏ = ھ٢٢۰٣‏ (3) ص = لو (؟س ۔۷) 2ك ص = لو ( س" + س) 
9 ص و سپ 9 ص = س٢‏ لوس 9 ص = لو (٤س‏ +۲)۹ 
9 ص - هت 9 ص = قاھس 69 ص - و 





آوجد ميل المماس لکل من المنحنیات التالية عند القیم المعطاة: 
9 ص = باس - ۲ھس > س 
6۵ ص = س" - ٣لو‏ س » س 

ن 


9 ص = + هاس - ۲لوس 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 





3 
3 
۲ 

٦ 
۳ 














و ص 
= ۲-۱ هب ےت ۱۱۵۷ 
و س 
و ص ۳ 
0۸ = س - ل عند س - ٢‏ 
ورس س 
۶ ص ۳ ۱ 
و تج جک 
ئص ١ ١ ١‏ 
0 ے سے ع و انود ۲ _ے فيل ش: سے 
۹ وس ٤‏ ۴ سن ا م 
و ص 


١ 
بت تب ہو جج هی ع‎ 
۳ و س‎ 


۰ ص هس + هس اص = صفر 





٦٦‏ كتاب الرياضيات العامة - القسم الأدبى - الصف الثانى الثانوی 


مشتقات الدوال الأسية واللوغارتمية ۲٢٦‏ 


أوجد ك لكل مما يأتى: 
س 
9 ص هت = ھ٢‏ 


9 ص = هت 


69 ص = س‌جاس 


۱ 
(9) ص = سس 


9 س لو ص = ٩۸‏ 
9 ص = هت 


۵ ۳ و۲ 
آوجد کد , كب لكل مما یأتی: 
وس ىس 


9 س - هان . ص دن" 
59 س = ٦لون‏ ء ص دن" 


۲ 
: 5 س ٥‏ د ص _. 
0 إذا كانت ص = س" لود فاوجد کپ کے 


69 إذا كانت مسد 5 مب (مفكول تایلور) أثبت آن: سک (هاس) - ھ س 
نے وس 
۲ 0-8 08 
9 إذا كانت ص _ بے آثبت أن (س؛ - ۱) ص - ٢س‏ ص = ۰ 
9 أوجد قیم س التى يكون عندها مماس المنحنی ص = ٩س"‏ - ۸ لو س موازيًا لمحور السينات. 
69 أوجد معادلة العمودى للمنحنى ص = ٣ھ‏ عند نقطة واقعه عليه و إحداثيها السينى يساوى -۱ 
9 الببطبالصناعة: إذا كان الإنتاج اليومى لأحد المصانع خلال فترة زمنية ن (يومًا) يتعين بالعلاقة 
ص = ٥٠٤‏ (١-ھ۵۰۰۳)‏ وحدة أوجد معدل التغير فى عدد الوحدات المنتجه بالنسبة للزمن فى الیوم العاشر. 
€9 استهلاك_الميلئ يقدر متوسط استهلاك الفرد من المياه سنويًا بالعلاقة: ص = ٠٠٦‏ [۱ + ه ۰:۳۳ 7 ])501١‏ 
حيث ن الزمن بالسنوات ء ص استهلاك المياه بالمتر المكعب. 
(1) احسب معدل تغير الاستهلاك بالنسبة للزمن. 
(ب؟) احسب معدل التغير عن عام ۰۲۰۱۰ عام 5١17‏ وقارن بينهما. بماذا تنصح؟ 
9 تعدادمجتمھ: إذا كان حجم خلية نحل العسل یعطی بالعلاقة 
ص = (ن + ۱۰۰) لو (ن +0)» حيث ن الزمن باليوم ء ص عدد 
نحل الخلية. أوجد معدل حجم الخلية عند ن حاف و" 
۳ ۰ هل يتزايد حجم الخلية ام يتناقص؟ 


کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوی 





سے ض کس یں هذا 


ص = ھ سه ١ ١‏ اهم سه 


مشتقات الدوال الأسية واللوغاريتمية 

















١ 
لو ص-  لو س‎ 
ھ س هم‎ 
0 ۳۹-۵ 
سے بے‎ ۴ = 
جو س۲ سے س س‎ 
3م ذا‎ 
]۱ - لو س‎ [+ 5 
ھ‎ 
]١ - ص - ۲ [ لو س‎ 
55 س‎ 
و ص و ص و س‎ © 
فس" فد كن‎ 
۲ر‎ 
1 ۱ : 
سح ۱ = سل‎ 
ہے‎ 
٦ ۲ ص پا ئس‎ 
ے اس و > سے سس × سس م6‎ 
و س" 2 ون 7 ن‎ 


2 ميل المماس للمنحنى ص = 9س" - ۸ لو س 





XAV 0 

فسن س 

المماس محور السينات ."ص - ۰ 
۱ ۲ 

دحت باسني = 


۰ ۰ 1 
۰ المماس يوازى محور السینات عند س = - 


7 7 مم کت 


ء ص 


ت ۰ (ھ ۳-۵۰۱۲ ۰) 
و س 





ےج ۶ (۳ و۰ ه ۵۰:۳) 


وى ص 


ہہ ہت )د اهةا 
مان - ۱۰ 





۱ 
و ص 
= رن »)٠٠١+‏ سس لو (ن + )٥‏ ×۱ 
س ل هم 


و 


۱ 
رجا ص دس 


وص ۱ 
سخ 000060 3 ۰ ۱۰+ لو ۱۰ 
ك لان -ه هم هم 

وص ۱ ۳ 
سے ۱۱۵« + لو oe‏ 
گان هم هم 

و ص ۱ 3 
بس .۱۲+ لو ۲۵-- + لو ۲۵ 
ون. ٥ ۲۰٢‏ 

ن = ۲۰ همه همه 


کتاب الطالب - الفصل الدراسی الٹائی 





۲ - ۲ 


نگ 
























۳۔٢‎ 


أ ۱ ی ۱ : : 
ک0 


00 






حله هه 
0 


سبق للطالب أن تعلم أن التكامل هو عملية ایجاد مجموعة 
المشتقات العکسة للدالة د حبث 





ا ارت 
وفی هذا الدرس سوف یدرس تکامل الدوال الأسیة واللوغار يتمية 
ثم يحل علیها تطبیقات هندسية وأخرى فيز يائية. 


فى نهاية هذا الدرس وتنفيذ الأنشطة فيه من المتوقع أن يكون 
الطالب قادرًا على أن: 

4 يوجد تكامل الدوال الاسية واللوغاريتمية 

» يحل تطبيقات هندسية على تكامل الدوال الاسية واللوغاريتمية. 

۹ يحل تطبيقات فيزيائية على تكامل الدوال الأسیة واللوغاريتمية. 


مفردات أساسية: 





مشتقة عکسبة - تکامل - تكامل غير محدد - ثابت اختباری 


المواد التعليمية المستخدمة: 


السبورة التعليمية - طباشیر ملون - آلة حاسبة علمية - برامج 





رسومية للحاسوب. 


مکان التدریس: 


الفصل الدراسی 





مصادر ۱ لتعلم: 


کتاب الطالب من ص(۳۸) حتی ص (56) 


2 تکامل الدوال الأسیة 





من دراستك السابقة فی التفاضل 









۰ 7 3 
واللوغاريتمية. تعلم أن مشتقة الدالة وه بالنسبة ات اف (س)] و کہ +ث العكسية 
o‏ ون وس ادك للدالة د 

وھ سد إلى س حيث ف (س) = هم ٠+”‏ 
تہ کے 1د(س) وس 
1 ْ 1 ی4(س) -ه " = د(س) کا 
إذا رمزنا للدالة ى“(س) بالرمز مشتقه الداله 


د(س) فإننا نستطیع بعملية 

عكسية (التكامل غير المحدد) إيجاد عدد غير محدد من الدوال الأخرى 
(ت(س) + ث) مشتقة كل منها يساوى د(س) تسمى بمجموعة المشتقات العكسية 
للدالة د إحداها يساوى ى,(س) حيث: 











- 6 المصطلحات الأساسية ] 


e 








Antiderivative 





ان ۳ ا د(س) وس = ت(س) + ث حيث ث ثابت اختيارى 
استكشف مجموعة المشتقات العكسية لكل من: 


م(س) = ۸هت؟ > ھہ(س)۔ 


8 تلم 





2 تکامل غير محدد Indefinite integral‏ 






2 ثابت اختیاری Arbitrary constant‏ 
أ د(س) = هه" 
س د وح “من 8 


التكامل غير المحدد للدالة الأسية 


Indefinite Integrals of Exponential Function 


2 6 الأدوات المستخدمة ) 


< آلةحاسبة علمية 





مضاعفات الدالة 


9 مثل 
(۱) آوجد: 
رق 1 ماس وس 


@ الحل 


O)‏ 1 ها وس چات + ٿث 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


ناقش طلابك فى المخطط المرسوم ص(۵4) والذى يوضح 
إيجاد عدد غير محدود من الدوال بإيجاد العملية العكسية 
للدالة ق (س) ولتكن إحداهما ھی یہ(س) حيث: 

| د(س) و ست (س) + ث 

ثم اطلب إليهم إيجاد المشتقات العكسية للدوال فى نهاية بند 
| 


< برامج رسومية للحاسب الآلى. 





9م ٣‏ وص (۸۱)5متاوع 





٦٦٤‏ كتاب الرياضيات العامة - القسم الأدبى - الصف الثانى الثانوى 











تكامل الدوال الأسية واللوغاريتمية ٢٢۔٣‏ 


3 ۲ 

۳*9 ۶ص = ۱ ۶ اویش - 

َك 

لجا ۸ھ یع = ۸ھ یع = یھ + ث = 27 + ث 
1 حاول أن تحل 
() أوجد 

(1) سىس 16 هم وع 
المجموع والفرق 
لق مثال 
(۲) أوجد كل من التكاملات التالیة: 

مس + جر -س عمس - ۲ج اس 

12 ۲ وس 19 لس وس 
© الحل 

8 - وس 1 (مت + ه-س) وس 


[ ۱ (ھس وس + ا هس وس] 


: ۱ اد(س) ± ص(س)] وس 
"همس - ۲هراس 
ںی 
1 وس 


68 حاول أن تحل 
(ك) آوجد: 
مس + ج“ س 
راا وس 


(ب) | (س۲ + 'هس) وس 


١ ©‏ (س اه + ى"س) وس 
لاحظ أن: إذا كانت د(س) دالة قابلة للاشتقاق | فإن: | همداس) 5٠‏ (س) وس = مرداس) + ث 

دالة الدالة 

لی مثل 

© لگا .ا جا س ھ جا وس 


© الحل 
١‏ أ) بوضعد(س)۔جتاس ..4(س) -- جاس 


(ب) ١٤س‏ همس"١١وس‏ 


ا جا س مجتاس وس = اھ جات (۔جاس) وس = -مجتاس + ث 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 





يوضع د(س) = س۲ + ١‏ .. (س) = ٢س‏ 
41س مس" +١وس‏ = ۱۲ هض۲(۱۰۲س) وس = «هاس5+١اوس‏ 
8 حاول أن تحل 
© أوجد التكاملات التالية: 
98 ا (جتاس مجاس + ۲س۲) وس 


تفكيرناقد: بين كيف يمكن إيجاد ۱ ۲۳ وس 


(©) ا (س ۔ ۳) ھس٣-‏ ٦س ٥+‏ وس 


ETO 


لوا 


اھ مه 


Indefinite Integral of Logarithmic Functions التكامل غير المحدد للدوال اللوغاريتمية‎ 


تعل ا گے كل گی کہ کہ کت وا دی نۓ ميلك لس خر 
شا سا و ہیں لی اہ ہیں ین پک رو دان )سد سا میت ی 


ویج عام قان تو اس 
أى إن الدالة لو اس| حيث سے٠‏ حدق اميطاف اک لبان 
وعلى ذلك فإن: | وس- لو |س|+ث ١‏ حیث س ± 
مضاعفات الدالة 

ف مثل 

(©) أوجد كلا من المتكاملات التالية: 

۲ وس (ب) 1 ۲ (ج) 


ےت کے 
سلو م مگ 


لو س٥‏ 
کس ےی 
لو س٣‏ 


0 


١ ۲ 1‏ 1 ۲ 
1 یس = 1۲یس ۔ ۲ لو |س| + ث حیث س عو ۰ 
تی تن ۳۹ 


١ ۷ ۷‏ ۷ 5 
حرج اس چا وی وم لو ون[ + ث 








1 ا = اتب 
ج ه ی هھ ی ی 4 رو 


8 حاول أن تحل 


٤ 
گا ا سس‎ 
پوس‎ 


ھ 


کتاب الریاضیات اليحتة - التفاضل والتكامل 





تب( 


۰۰۰۰" ٣ 


۰۱-9 ۲ وص (۵) ۲۷۳۱ ۲۳-۵ ون 


ہے 


اد 00۷۹۵ وس 


التقييم المستمر (الحواز والمناقشة) 


وتوصل معهم إلى الإجابات الصحيحة. 
حاول أن تحل 


9 


© ا بج ھ٣‏ وس 7ھ س+ث 
| ه<ع-- ےھ “ع +ث 
a‏ 


اج ا 0 : 


-۳۰ ھک + ن 





۰ 


2 


(۲) حاول أن تحل (9۵) 


۱ 
(ج) .| (س"ه+هماس) ہے ہہت 


(۳) حاول أنت تحل ص٥٤‏ 

له .ا (جتاس ھجا- +۲س)وس 
يوضع جا س = ىو (س) 
.د (س) = جتا س 


في بند تفكير ناقد ص (91) 

بهدف هذ! اتفکیر علی تذکر الطالب بأن: 

| -ه ھا 

الحل: 

ب لت وهر لو | 
و س 


ھ 


ںہ ن 


| ساد 1 ۱ ۰۰ (الحوار والمنا مھ لثم ھد ۱ 
ناقش مع طلابك ما ورد فى بند حاول أن تحل وتوصل معهم إلى 
اس 


کتاب الطالب - الفصل الدراسی الات 


تکامل الدوال الأسية واللوغاريتمية 


هم ۰۲ص + رن 


۱ 
0 ا0 مامت 
ا( س ساوت 





۳-۲ 





ناقش مع طلابك ما ورد فى بند حاول أن تحل ص(٥٤)ء‏ ص(٥٤)‏ 


۱ 
و 


...ا (جتاس ہہ جاس + ۳س۲) و س - ھ جاس + س٣‏ + ث 
| (س-۲) ھا ا وس - و سا ا ہن 





1۵ 














حاول أن تحل 
9 


© 1 لو ٢ے‏ و س- لو ۲× لو |س|+ث 


ھ 


زج 9 1- کے وس سکب او اس | + ث 
س ۳ لو وه یر 
ھ ھ 
۲ لو س 
© ا ے- وس ا وس-د لو |س|+ث 
٣س‏ لو س ۳ 


رل ا ی سب س| + ث 
(س -۲) (س + ۲) ۳ 
| سي وس ا (۱+ے)وس 


ھ 


۹ ۱ 
9و9 | (س- 1+ )ی س = چ س۲ -٦س‏ +5 | لو س|+ث 


ر ۸ة 3 
® ` 
٣‏ أ |۲س +۳|+ث 


1 (س - ۲) (س + ۲) 


س (س + ۲) 
= س ٢-‏ ۲ اس | + ث 


وبا سل 
ا س اگ 


وى س ات 





1 ہین ۷46۲ ۱ ای ۹ 

زج س؟ وس + كس م س5 + وس + کس 
١‏ 
سا 3 اس۳++س +۱|+ث 

تفكدر ناقد 

ا 1 جاس 1 ۔جاس 

وس <2.ا بب وس ديا نس 

0 فو جتاس ال جتاس ۵ 
 --‏ اجتاس|+ث 
حاول أن تحل ۷ ص۵۸ 

و ص ١‏ دا ۲ 

۳ 0 ہے سے ۲ 
ئس ۲س +ه ہو ان 
_ ا لو 

ص - م 7 | ۲س + ھ| + ث 
١ ١‏ 
۲ كه |۲ها+ث .۲ +ث ث = 
ھ 


۱ ۱ 
ص دل لئ | ۲س +ه| + چ ء(اه) - چ أ |هه + + - ۲ 


1 


11 








تكامل الدوال الأسية واللوغاريتمية ٢٢۔٣‏ 
























المجموع والفرق 
ف مثل 
© أوجد كلا من التكاملات الآنية: 

©(س؟' + )ىس @1( 2# + )یس © تد 


© الحل 
0 ۱ (۳س۲ + .)وس = اعس'وس +1 ے وس س + ٥‏ لو اس| + ث 
سن س م 
۲ 
ااا س ۳ ۱ ۱ 5 س ۳ 
تلف جم وس ۲ھ ١‏ لوس - ل اس وس = ٢ھ‏ لو |س| - تا 
65 ٣س‏ ۔٠)۲‏ وس" -٦س‏ +۱ 
٦س‏ لظ وى یآ جب سس وس = | (#س -؟ + )وس 
٣س‏ س سس 


۲ 
0 ۱ 1 
= لك ۔ اس + م لو اس| + ث حيث س ٠‏ 


61 حاول أن تحل 
(0) آوجد كلا من التکاملات الآتية: 


۲ 
سد ا 





دالة الدالة 


فی منل 


© أوجد كلد من التكاملات التالية: 





















٦ 0‏ ون (ب) سس + لاس 2 وس (ج) ب کن 
© الحل 5 
0 .. 1 1 امش 
۰ (۱ + ۲س) - ۲ یں 3 وس = ۲ اک وس = ۲ لو |۱ + ۲س| + اث 
س س ه 
9 (س۲ + ٣س‏ ۔ ۲ = ٢س‏ + ۲ 





٢س‏ +۳ 
س + ۲س - ۲ 


8 (لو س)"- 


وس = لو اس" + ٣س‏ - ۲| + ث 








be 
٠ 
be, 
٩ ۔‎ 
۳ 


کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


3 حاول أن تحل 
۰0 أوجد كلا 3 التكاملات الآتية: 


12 وشن (ی ٦‏ (س"+۲) ی س_ 


١ + س٦‎ + س‎ 


© 


۲س +۳ بع کس ہت 


تفكيرناقد: هل العبارة | طا س و س - - لو جتاس + ث صحیحة؟ فسر إجابتك 

د منال 

© تطبیقات_هندسیة: منحنی ميل المماس له عند أى نقطة عليه (س ء ص) یساوی ۳ 
المنحني إذا علم أنه يمر بالنقطة (ھ ء > ۲ه + ه) 

و الحل 
بفرض معادلة المنحنى ص = 


- ميل المماس عند أى نقطة‎ ٠." 


سد مہ معادلة 


٣٢ س٣‎ ۲ 

00 س 
وص 
س 


.ص = ام و س ۰ ۳(۱+-) و س 


.. ص = ٣س ٢٢+‏ لو س + ث حيث ث ثابت إختيارى 
7 المنحنى یمر بالنقطة (هاء ٣ھ‏ + ه) فهى تحقق معادلته أى إن: 
٣ھ‏ + ه = ۳(ھ) + ۲ لو ها + ث اك 
و تکون معادلة | + لمنحنے هی: ص ۔ ٣س‏ + ۲ لو س + ۳ 
38 حاول أن تحل 
7 وم یں ا ۱ 
(۷) ميل المماس لمنحنى الدالة ی عند أى نقطة عليه (س ء ص) يساوى 0 
ذم مال 
ن (بالثانية) يتعيين بالعلاقة عم = ه :٠ن‏ وكانت مساحة الصفيحة عند بداية التغير تساوى ۸۰سمء 
أوجد مساحة سطح الصفيحة بعد ٠١‏ ثوان. 
@ الحل 
1 پر سے ا ۳ کا تی 
مساحة سطح الصفيحة م = 1 ون = اه دون 


ی وكان د(ه) = ۲ آوجد د(۲ه) 


و : ے ےم ھن + رٹ 
عند بداية التغیر ن = N= < ٠‏ 
ويكون مساحة سطح الصفيحة فى أى لحظة م = ۹۰- 
بعد ٠١‏ ثوان .٠.‏ مساحة سطح الصفيحة = 


کتاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتکامل 


ب ٿث = ۹۰ 
چ و٭ن 


۵۱۰-۰ ۱ ےے ۸۱,۳۲۱سه۲ 
نی 


کتاب الریاضیات العامة - القسم الأدبى - الصف الثانی الثانوی 


تكامل الدوال الأسية واللوغاريتمية ٦٢۔۳‏ 
63 حاول أن تحل 
00 اذا كان معدل تغير مبيعات أحد المصانع يتناسب عكسيًا مع الزمن بالأسابيع» وكانت مبيعات المصنع بعد 
أسبوعين و٤‏ أسابيع ھی على الترتيب ٠‏ ۰ وحدة. آوجد مبیعات المصنع بعد 7 أسابيع 
# بے چ 
یا لل یا 
اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 


0 إذا كان (س) = + [هس + ه-س] ء د(.) ١ء‏ ۰(۸)-۰_ فان د(س) تساوی: 


للا -(س) 89 4 (س) (ج) -4(س) دا (س) 


©) إذا کان ميل المماس لمنحنى عند أى نقطة عليه (س ء ص) يساوى ٤٤ھ٢٣٢“‏ 4 د(۰) - ۲ فان د(-۲) تساوى: 


® 3 ٤ھ“‏ اجا ٢ھ“‏ )6 ٢ھ‏ 


© 1 طا6, 6 تساوى 
(1) - لو |جتا6]+ث (# - لو جتا0+ث (ج) لو جتا0+ث (دا] الو جتا6|+ث 


(4) ا٤س‏ هس" وس تساوى 
(0 + هس" +ث إب) مس'دث إج) ؟مس'دث (د) عمس'دث 


0 2 ۳ 
آوجد كلا من التكاملات الآتية: 


© 1ھ“ وښ 
6 1 ئش 


هرس + ٢ھ_‏ اس + ء 
(6 ا و 


©( س + بم)وس . ©1( -ه )وس 
(6) اہم وس 
69 اس٢‏ “''' وس و ورس 
۵ وم 
8 وس © لوس 


60 1 ۲مت (مت +۶۲۱ س 

۵ ۰۳(۱-ع)م] "و ع 

© + )یس ۷اس 

و (لو؟+-')وس .)اوس وس 
مه س س س 


٣س٢‏ ٣س٣‏ - ۵ #هس + س هاس 
سس سس دجہت کی ہے سين 


(۱ + لو س)۲ 
س لو “اس سس 
© تطقلت_هنحسق إذا كان ميل المماس لمنحنى الدالة د عند أى نقطة (س ء ص) يساوى ١ه‏ - ۶ء 


د(۰) = ١‏ آوجد د(۳) 


69 .1 - لاص هر -۲ص" و ص 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 





کتاب الطالب - الفصل الدراسی الات 





تکامل الدوال الاسية واللوغاريتمية 


تمارین (۲ - ۳) 
اسئلة الاختیار 
رل د 0 ج 
| رك) ج 
١‏ 
(۵) -س هس +ث © س" + اهس + ث 
(۷) ء لور اس| هس + ث 
ر۸) س م۲-۱س + ث 
۷ 
7 هس +ٹ 
۰ | (۲ ھاس + ٤ھ‏ اس ٢+‏ هس )ی س 
۲ 
ضا كس + ٢ھ‏ اس ٢٢ھ‏ ي0 + ث 


۱ 
60 هراس + اهس - عه س + ث 


۰( 
بت 
3 
عا ىا 
۷ 9 
9 


: 
١‏ ۲ 
همه 
0 لو اس۱۱-۲+ت 
ھ 
© لو (س؟-۔٥س‏ +۱) + ث 


ھ 


9 ۱( -+مهس) وس ۔ ؛ لو |س | + هت + ٹ 
س 
هم 
٤ 9‏ لو | لو *س| اث 
هم هم 


0 سا ہے و س 


س 
د(س) ٥٤ھ‏ ۲ ۳(3) < ۶,۱۱ 


۷ 








تمارين عامة 


اسئلة الاختبار 


0 
رک ج 


3 5 .س 2۳ ۱۰۰ 
۰ س = ۱۰۳ ل اا 
(۷) جرهس :۲۰-۱ لو مهس +۱ - لو .م 
ھ ھ 
۱ 
.س ١+‏ - لو ۲۰ س =[ لو ۲۰ -۱] 
ھ ھ 
س = ٠,۳۹۹‏ 
ل( لو مرس لو ٣‏ س لو ھ٣‏ لو م 
ھ ھ ھ ھ 
س حح ۲,۱۹۷ 











هم 
لو ۲۵ 
اس کر س = 1۵ و۱ 
9 
© سرام نم 
۰ ۱ لكك ص 
ن ( امم ن مو 
3 > مه کرو سی 
٦‏ 
نبا (۱+س) ت 
١‏ 
نبا ((۱+س) ٢)٦‏ ها 
و ص 
= لاهمس - ۳ 3 - ۷ ه_س 
ےر 
و ص 
سے ٣س۲‏ + ٦- 1 ١‏ س 
9 ص ھ س ھ 
و ص 
اس = اس ے عام 
(9) ص سا ی 
ص ٢س‏ 





0 ص = لو (س۳+۲) 
ص هس لو (س"5+١)‏ 


اض ٢س‏ 
- س لو (س"+١)+‏ هرس × 


ھ 





٢س‏ 
< هت [ لو (س۱+۲) + 


ھ 


١ ١ شس‎ 





اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 
0 منحنى الدالة د حيث د(س) = هت "۲ + ۲ هو نفس منحنی ے (س) = هس بانتقال: 










)۲ ۰ )۵( )۲- ۰۳ م م اب رم ے) (ج)‎ O) 
إذا كان (س) = س د(س)ء د(۳) --ه فإن: 45 (۳) تساوى:‎ © 
للا -.: (ب) .ع (ج) ۱۰ ادام‎ 
لو س۲‎ 
و س تساوی:‎ 5 o 
س‎ 






ه 































كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوی 


همس 





























2 ص - همس ١ +١‏ 
وص (ھس + ۱) همس - هرس« هم_س همس 
7 1 (همس + ")١‏ 1 (همس + ۲)۱ 
(۴۱) ص اس" أو هت س'×س لو هه 
هم ھے 
۳ 7 ۲ 
= = ۳ 
می من 5 س 
۱ ۱ 
9 ص لو ھت۔- ×س لو ھ 
وص ۱ 
ص = ۱ = صعر 
و س 
و ص ١‏ 
© .مس 
9 س 
۲ 
وس > س 
و ٣ص‏ ۲ 
= ۲ > 2.۱ 
ئس" و 5 
و ص 
9 = ۲س۲ + ۲ هراس 
و س 
وى ص 
حا نع هراس 
و س 
ف اص 
٦ =‏ + ۸ھ آس 
و س 


٦۸‏ كتاب الرياضيات العامة - القسم الأدبى - الصف الثانى الثانوى 


® + ابا (3) اس © و اس| 
۱ 
8و و س تساوی: 

س و س 

([1) ۳ لو اس| (ب) "لو | لو س| اج ل لو اس| ادا لو |لوس| 
آوجد مجموعة حل کل من المعادلات الاتية: 
رفا تو (س - © > ۲ 2 لو (س+/) ده (۷) هس +۱ - ۲۰ 

۳ 
(۸) لو ء ۱-7۲ - لو .ه () لو مس = ۲لو۳ 62 باس = ۲۵ 
أوجد كلا من النهایات التالية: 

۲ لا و ۱ اسن رن 1 1 
و 01 0 ےت ا 
آوجد 7“ لكل من: 

+٤.‏ وس 
9 ص = ۷ھس - ٣‏ 69 ص = ه'س' ١١‏ (6) ص = س۲ ھ٣‏ 
9 ص = لو (س۲ + ) 9 ص = س لو س" 9 ص = هت لو (س۲ + ۱) 
5 هس ۳ ۲ ۳ ۱ 
9 ص - سح (9) ص = س سے 9 ص = لو هس 
8 
أوجد > 2 لكل مما يأتى: 
۰ وس 
عمال موعمات: آتاا را ص-ء لوان 
:ل ص 7 
ا وس لكل مما یاتی: 
69 ص - لو س (9) ص = س۲+ هراس (۴۷) ص - س لو س 


© إذا کان هسص - س"+ ص أثبت آن: (س ه70 )١‏ ص ٢س‏ - ص هت 
9 إذا كانت س٢‏ ص اب لو س أثبت أن: س٢‏ ص#4+ هدس ص٤٤٣ص ٠-‏ 
۰ و ص ۳ 5 
۱ مامت مما بات : 
وعد د كل یاتی 
۴ ص = ١س‏ (س +۱) 

5 +۱ + ۲ 
9 ص = (۳-۱س) جتاس © سا سس 
آوجد قیم س التی یکون عندها مماس المنحنی یوازی محور السینات حيث س > ۰ 
۵ ص -س" لو س 


() ص = س۲- ۸۱ لو س 


6 ام 


85 س 3 
© إذا كان س ھ-"ص + ص ھ٣‏ ۲ آوجد کک عند س = ٠‏ 
سی 


أوجد كلا من التكاملات الآتية: 
169(س+-پ)" وس 
س 

169 سپس س 169 

e+ 1 @‏ )و س 19( +س لو ٣)و‏ س 

69 معدل_النمو_السكاني: إذا كان عدد سكان إحدى المدن الجديدة 
يُعطى بالعلاقة ع = ٠١‏ ه مذ نسمة بدلالة عدد السنوات بعد سنة 
۰ س معدل النمو السكانى. 
8 إحسب عدد السكان فى سنه ۲۰۱۰. 
8 إذا كان عدد سكان المدينة ۱۵۰۰۰ نسمة سنه ۲۰۱۵ احسب 

معدل النمو السكانى. 

1 إذا استمر معدل النمو السكانى على هذا النحو كم تتوقع أن يكون عدد سكان المدينة سنه ۲۰۳۰. 

© التقاطع مع المحور: إذا كان مماس المنحنى ص = هس عند النقطة (۲ ۰ ه) يقطع محور السينات فى 
النقطة |ء ومحور الصادات فی النقطة ب ء أوجد طول اب 

9 معادلتا المماس والعمودى: أوجد معادلتى المماس والعمودى للمنحنى ص = س٣‏ -۱۸ او س عند قط تفج 
عليه وإحداثيها السينى يساوى ۲. 

9 التناسب العكسى: إذا کان ميل المماس عند أى نقطة (س ۰ ص) على منحنى الدالة د يتناسب عكسيًا مع س 
وكان ميل المماس يساوى ۲ عند س - 4 ء ص ۲ أوجد ص بدلالة س. 

9 التوازی: أوجد قیم س (لأقرب رقمین عشريين) التى يكون عندها مماس المنحنى ص جح وس نال 
لمحور السينات. 


16 ٣س‏ + ۶س 
س" 
لو س 1 1 ۱ 
کک ان 32 0کس .اوس 


69 1 (س"- ا هس) وس 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 

















هت ۱(2 × ضس و صن سن و حص 
ده سن 

وش طن د کک بورض صن نون عر ال 
ص نو 1 سض TT‏ 


(س هت ص - )١‏ = اس - ص هرس ص 

وض 
وج کس 

= ؟س [ ۱+ (س + ۱) لو ۲] 
9 بأخذ لو للطرفین 


لو ص - لو ۳س س۲+۲ 


هم ه 





= ٣س‏ لو ۲ (س +۱) + ۲س 
ھ 








تكامل الدوال الأسية واللوغاريتمية 


7 ا ۳س) 

















همه 
١‏ و ص ١‏ 
× كان لو کت غ x‏ ۳ 
اک a‏ سو یس 
۱ ۱ 
لاص ۔ ٢س‏ لو ٣س‏ + ل (س۲+٣)‏ 
ين 55 سن 
سے ۳ 
ص = ۲س ص لو ٣س‏ + ص (س + —) 
ھ سی 
(س ۳ ۱) (س ۳ ۲) ١‏ س٣‏ + ۳س ۲+۳ لا 
تا ل در 
سس م س ند چ 
۳ 5 
ص = - ( س۲ + 0 ( 
(س ۲ +) (۲س + ۳) - (س۲+ ٣س‏ + ۲) (۳س") 
س + ه 
۱ ہیں ۴ ۲س + ۲ 5 
=( س5" + ه ( 
۲س٤‏ + ٣س"‏ + ۱۰س + ٠١‏ - ٣س٤‏ - ۹س" - ٣س"‏ 
, (س + ۲)۵ 
ہیں 7 ای + ۲ ا 
د > ( 2 
0 ۲ س٣‏ + ه 
-س؟ - ٦س"‏ - ٦س۲‏ + ۱۰س + ۱۵ 
0 (س۲ + ۲)۵ 
١‏ 
(1۵) ص - ۲ 2 س" 
ھ 
۲٢٤ س٢‎ ١ 70‏ ۲ 
ص حاجنا + چاو س 
س5 س 07 














ان تل بر 
۱ 
چ (1- و س) = . لو س١١‏ 
س - هرا س = ۱ ھ 
ل لو هل ..النقطة (ماه .-) 
ھ ھ ھ 


٣ = س‎ 


النقطة (۰۳ ۲۷۔۸۱ لو ۳) 


القت اث 
(۲۸) س ھ ٤‏ + ص ھ ۳۰ 
۰- 


۱ 
اضيب ٢‏ ت كرس 
× م ص 7 ص هل 0 


0 
١كاه‏ + س × ه 


5 ۱ ۱ 
ص هص 7 7 = صفر 
پڑھوس > مس 


کقاب الطالب - الفصل الذراسی الان 


518 


۲۔۳ 





















۱ 
اص + ص *<- 2 < صف 
1 
۳ ۲ص 
ص = 7 ص - ه 
7ء نے e‏ اس| + ث 
س 7 
۱ 
نس س 
69 1 سس وس -ا ل وس 
عن س عن 
هم هم 
= لو | لو س| + ث 
هم هم 
© ۹ سس 
۳ کے ۲ 3 
1 ۳ و س - ۳ لو اس تكاس | عد 


س٣‎ ٢٢س‎ 


مه 
9 | (اس۱-۲+ اس )وس 


س - س + ءاس" - ”7 لو |س|+ث 


هم 


ث+س'ھ٢۔ ھ )ی س٣ لو |س|‎ ٤+ 


س 
9 ار +س لو ۳) و س 


۱ 
دهم" لو اس | + س" لو ۳٣ث‏ 
هم 


ھ 
۲ ۱ ۲ ۲ 
9 .| (س۴ ل هس) و س سح سء جع + ث 


سے 


۰ ضرم مب = ھ' 


.. ص = هرس 


معادلة المماس ص - هم" = هم" (س - ۲) 
نقطة تقاطع المماس مع محور السینات 
هی :1 (۰۱ ۰) 
هی: ب (۰۰- ه؟) 
5 آنےة ١ھ‏ 
O‏ + 
۸ ےک 
3 عل کس 


.ص = لو | س | + ۲ ۸ لو 3 


هم ھ 





اختر الإجابات الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 
ر ۱ تسا 1 

© نما( + ل)” تساوى 
١ ®‏ (ب) هم ۵م ©>" 


لو ۷ 8 
ا م-۷ 2 فان م تساوی: 
۱ 


اب ا © ه 10 
(۳) مجموعة حل المعادلة لو (س -©) + لو (س -۲) = لو هى: 
0100 6 © 0 (ج) ۰۲ ۲ 7ھ 
(ك) إذا كانت د(س) -س۲-۲ لوهس فإن ۵ (۲) تساوی: 
١ © ١ 00‏ © + © + 


أجب عن الأسئلة الآتية: 


(0) أوجد المشتقة الأولى لكل من: 
(1) ص۔(س۴ + ۲)۱ 





(©) ص = لوس - هرس 


۲ 
© إذا كانت ص = ه"" + س" أثبت أن : مت - ۲ = ۹(ص - س؟) 
و س 
0 أوجد كلا من التكاملات الاتیة: 
۲س۲ + ۲ 5 ۳ 
٣ 0۵‏ وس (ب) 1 ف 9 وس 
س با ف ا اس لو س 

(۸) تعطی العلاقة و = 70 + ٣٠ھ ۵٠٣‏ درجة حرارة مشروب ساخن (") بعد زمن قدره ن (ثانية) من لحظة 

إعداده. 





أ) أوجد درجة حرارة المشروب عند إعداده. أوجد درجة حرارة المشروب بعد ٠١‏ دقائق. 
رج متى تصبح درجة حرارة المشروب ٦۳‏ ؟ 

2 إذا کان ميل المماس لمنحنى الدالة د عند أى نقطة عليه (س ء ص) يساوى ٢-۷‏ هس وكان د(لو ۲) = ۰۳ 
أوجد د(س). 

إذا لم تستطع الإجابة عن أحد هذه الأسئلة يمكنك الاستعانة بالجدول الاتی: 


٥ ٤ ۳ ۲ ۱‏ 7 ۷ ۸ ۹ 
2 20 
١‏ 
کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 
اختبار تراگممء 


اسئلة الاختبار 












هر س۲ س 
٢س‏ هت" [س ۲ - ۱] ETE‏ 
هساكاس؟ س 
۸ا .۰ص د +س! ص = ۳ ٣‏ + ٢س‏ 
ص = ۹ھ ٣س‏ + ۲ ص ۲ = ٩ج‏ "س 


۷۰ کتاب الریاضیات العامة - القسم الأدبى - الصف الثانی الثانوی 





تكامل الدوال الأسية واللوغاريتمية ۲۔۳۴ 


0 ۱ (۲س +2 ) و س = س۳+۲ لو |س|+ث 


ھ 
1 ہے کا ا د 
باس ھاس ماس املاس 


- ۲ لو 


١ 


۱ 
ہے 
9" ۲-۱" رر - لوا لو س|+دٹ 
لو س همه 
ه 


(4) للا عندن - ٠‏ 


اب عند د١١‏ 
ا ِ 
کے وراك ۱ ۳۶ ھے ۲۶۳ ٦٦۹.‏ 
9 عددما ی = "٩۳‏ 
ای اين ی 9۰۱۳ 


ه 2۰۰۳ ۰,۱ 
۱۲,+ن< لو ۱و۰ 


ہہ نی 3 ده 


کتاب الطالب - الفصل الدراسی الات ۷۸۱ 





الوحدة الثالتة 
سلوك الدالة ورسم المنحنیات الوحد۵ اله 


Bhavior of the Function and Curve Sketching‏ ات ١‏ سود الدالة ورسم:القنحنیاد 


TEKN ۷۷۷۳‏ 
سوف يدرس الطالب فی هذه الوحدة فترات التزاید والتناقص 
ة القاہلة للاشتقاة القیم العظمی والصغری المحلیة 
سے 0 سس و بحدد فیم 7 ۳ ۱ 1 يمكنك من خلال قراءة الشكل البيانى لمنحنى دالة أن تحدد فترات اضطرادها (تزايد - تناقص- ثبات) كما يمكن معرفة 
لها ويتعرف على القیم ا( ۶ وا ۰ ی ۱( للقة فى فترة اشد القیم العظمى والقيم الصغرى للدالة والتعرف على بعض خواص الدالةء كما تستطيع باستخدام البرامج الرسومية 





للحاسب الآلى رسم الدالة ودراسة سلوکها... إلا أن هذا ليس متاحًا دائماء لذلك ستعرف فى هذه الوحدة تقنيات أكبر لرسم 


5 0 4 چ 7 ۳ ۷)١ ۶۹١١ +١١١١١٥٢157۳‏ ۶ ہہ در 
لم برحدد مناطق اھخای لاعلی ولاسفل و بو حد نقط الانقلات 


آو تناقص الدالةء وتعيين القيم العظمی والقيم الصغرى المرتبطة بقيم س (القيم العظمى والصغرى المحلية)» والقيم 


العظمى والصغرى المطلقة لدالة متصلة على فترة محددة [! ء ب] واتجاه تحدب منحنى الدالة (لأعلى أو لأسفل) كما 


للدالة إن وحدت ثم يقوم ترسم منحنی تقريبى للدالة موضحا تدرس بعض التطبيقات لايجاد القيم العظمى والصغرى لتساعدك فى نمذجة وحل مشكلات رياضية وفيزيائية وحياتية 
۳ 0 

علية ما تم ذکره سابقا وفي نهاية الدرس سیقوم يحل تطبیقات ۱ 

حياتية على القيم العظمی والصغری المطلقة. فى نهاية هذه الوحدة وبعد تنفيذ الأنشطة فيهاء من المتوقع أن یکون الطالب قادرًا على آن: 


7 يستخدم المشتقة الأولى لدراسة تزايد وتناقص الدالة القابلة 57 يوجد العلاقة بين منحنى الدالة والمشتقة الأولى. 

للاشتقاق. # يدرس سلوك دالة من IS‏ الال 
2 2 7 © يحدد القیم العظمی والصغری المحلية للدالة القابلة 2 والصغری من خلال المشتقة الاولی. . ۱ 

مخرجات النعلم: لتق Ry e‏ 

۰ 5 هو هه اهو ه ۵ ۰ 2 هه ۰ ۰ ہہ هه گ۶ 

فى نهاية الوحدة وتنفیذ الانشطة فیها من المتوفع ان یکون 

الطالب قادرًا على آن: 














= 


کاب ا اد ا راک 





7 تؤخذ نصًا (كربي) من كتاب الطالب ص ٠٤‏ 





دورس الوحده 


كل تزاید وتناقص الدوال 

7 القیم العظمی والصغری (القیم القصوی) 
x‏ رسم المنحنیات 

× تطبیقات على القيم العظمى والصغرى 





(۷) حصص 





مشارات التفكير التي تنميها الوحدة 
× التفكير الناقد - التفكير الإبداعى - التفكير التحليلى - حل 
المشكلات. 





السبورة التعليمية - سبورة مربعات - طباشير ملون - آلة حاسبة 


علمية - حاسب آلي - مزود ببرامج رسومية 260800۳2 


۷۲ كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 














العرض المباشر - المناقشة - العصف الذهنى - الطريقة 
الاستنباطية - التعلم التعاوني - حل المشکلات. 





يتمثل في الاسئلة الشفهية والتحريرية الفردية والجماعية آثناء 
الدرس ۳۷ الدرس. والانشطة المقترحة وسلم النشاط الخاص 
بکل منها والتکالیف الجماعية والفردية وتدریبات عامة على 
الو حدد. 





ویتناول الاتی: 
كا بحث سلو ك الدالة بدراسة اختبار المشتقة الأول الذی یؤدی 


إلى دراسة فترات التزاید والتناقص ء ثم اختبار المشتقة 
الثانية الذي يؤدى إلى تحدید القیم العظمی والصغری 
المحلية(مصافا إلى ذلك اختیار د(ر)) 

۲ دراسة القيم العظمى المطلقة ثم تطبيقات عليها تتناول 
تطبيقات (ھندسیةء فيز يائيةء اقتصادیةء حياتية) ومن جانب 
آخر رسم المنحنيات ويتطلب التعرف على تحديد القیم 
العظمى والصغرى وبالتالي نقط الأنقلاب 


كناب الطالب - الصف الثالث الثانوی ۷۳ 









يستخدم الطالب فی هذا الدرس المشتقة الأول للدالة في تحديد 
فترات التزايد والتناقص للدوال الجبرية والدوال المثلشق كما 
يمكن إيجاد حل لبعض المعادلات التي يتقاطع فيها منحنى دوالها 
الجبرية مع محور السينات. 





مخرجات تعلم الدرس 

في نهاية الدرس وتنفيذ الأنشطة فيه من المتوقع أن يكون 

الطالب قادرًا على أن. 

-١‏ يستخدام المشتقة الأولى في تحديد فترات التزايد أو التناقص 
للدالة. 

۲- يحل تطبيقات حياتية على فترات التزايد والتناقص. 


مفردات أساسية 





دالة متزايدة - دالة متناقصة 


المواد التعليمية المستخدمة 


السبورة التعليمية - طباشير ملون - آلة حاسب علمية - برامج 





رسومية للحاسوب. 


مكان التدريس: 


الفصل الدراسى. 





مصادر ا لتعلم 
كتاب الطالب من ص )٦٦(‏ إلى ص .)٥۹(‏ 


اطلب إلى الطلاب قراءة بند فکر وناقش. ص (1۸) واطلب إليهم 
الإجابة على الأسئلة الخاصة بهذا البند 





دواد 


. . 1۱16۲۵051۳9 and Decreasing 


® سوت هلم 


< . استخدام المشتقة الأولی فى 





توضح الأشكال المقابلة منحنيى الدالتين دء س 


حست 


تحدید فترات تزايد أو تناقص 
دالة. 










< تطبیقات حياتية على فترات 


تزاید وتناقص الدالة. د (س) ۳ س٢‏ - ٢س‏ امع 1 





مس (س) = س" - ٣س‏ 


























© حدد فترات تزاید أو تناقص الدالة د نی ۲۵ .پا 
© آوجد مشتقة الدالة د وابحث إشارة 4 (س) لقیم س المختلفة التی تنتمی لفترة 
التزاید 

© إبحث إشارة ۵ (س) لقیم س المختلفة التی تنتمی لفترة التناقص 

کرر ما سبق من خطوات لتحدید إشارة 
مه (س) فی فترات التزاید وفترات 
التناقص للدالة سء ماذا تستنتج؟ وما نوع 
الزاوية التی يصنعها مماس المنحنى عند 
قیم س المختلفة فی فترات التزاید مع (ص(س) = س٣‏ 
الاتجاه الموجب لمحور السينات؟ 


© عم - 











® المصطلحات الأساسية 
> دالة متزايدة Increasing Function‏ 


Decreasing Function دالة متناقصة‎ > 


































® الأدوات المستخدمة 


< آلة حاسبة علمية. 






2 برامج رسومية للحاسب 


اختبار المشتقة الأولى لاضطراد الدوال 


First Derivative Test for Monotonic Functions 






بحث اضطراد دالة 
أوجد د“ (س) 
EEE TENE‏ لتكن د دالة قابلة للاشتقاق على الفترة ]|ء ب [ : 

چا ےت ۱- اذا کان (س) > ٠‏ لجمیع قيم س ۱]3ء ب[ 

فإن د متزايدة على الفترة ]۱ء ب [ 
ا ۲- إذا كان 5 (س) < ۰ لجميع القيم س ۱]3ء ب[ 

فإن د متناقصة على الفترة ]۱ء ب [ 





كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


إجراءات الدرس: 
في بند تعلم أشر إلى الطلاب بأن: 
تکون الدالة تزايدية على الفترة ] أ» ب [ 
اذا کان 5 (س) کے لجميع قيم س د ] أ ب [ 
وتکون الدالة د (س) < ۰ تناقصية على الفترة ] أ» ب[ 
اذا کان د(س) > . لجميع قیم س د ] أ ب [ 





۷ كاب الرياضيات اة د التفاضل والتكامل 






































































تزاید وتناقص الدوال ۰ ۱-۳ 


9ؤ مل ی ی اد 
بسح تحديد فترات التزاید والتناقص 
(0) حدد فترات التزايد وفترات التناقص الدالة د حيث د (س) = س٣‏ - ٣س‏ +۲ 
© الحل 
را د(س) 2 س٣‏ ۳ ٣س‏ # ۲ دالة متصلة وقابلة للاشتقاق على ع 
ت 4(س) = ٣س‏ ؟ - ٣‏ = ۳(س'؟ - )١‏ 
بوضع 4 (س) = ۰ فیکون: ۲ (س۲ - )١‏ = 7 (س - ١)(س‏ + )١‏ = ۰ 
.٠.‏ س = -۰۱س = ١‏ يجزَّأ مجال الدالة د إلى ۳ فترات 
نبحث إشارة 4(س) فى كل من هذه الفترات كما فى جدول التغیرات التالى فنجد: 
د متزايدة على الفترة ] -٭ء۔١‏ [ 2 7 1 5 
د متناقصة على الفترة ] -۱ ۰ ۱[ a‏ / 0 
د متزايدة على الفترة ] ۰۱ ۰ [ ج گ00 
لاحظ أن: 
(١‏ تعر بحي O‏ را و ی ۱ 
نجد أن سلوك منحنی الدالة يطابق ما تم استنتاجه بجدول التغيرات. اج سی سن 
۲( المماس للمنحنى يصنع زاوية حادة مع الاتجاه الموجب لمحور 
السينات فى فترات التزايد وزاوية منفرجة مع الاتجاه الموجب 
لمحور السینات فى فترات التناقص. ۳ 
۲ قیم س التی تفصل بيت فترات التزاید والتناقص للدالة هی القیم التی تکون عندها المشتقة الأولى للدالة 
تساوی صفرا أو غير موجودة 
3 حاول أن تحل 
)١(‏ حدد فترات التزاید وفترات التناقص لکل مما يأتى: 
® د (س) = س٣٢‏ - وس" + اس 


9 مثال دوال متلثية 


(؟) حدد فترات التزايد وفترات التناقص للدالة د حيث د (س) = س + ٢جاس‏ ء ٠‏ < س < 77۲ 

© الحل 
د متصلة وقابلة للاشتقاق على ] ۰۰ 7۲[ - ۳ 
.٠.‏ 4(س) = ۱+ ۲جتاس 

















ین 























إشارة 4(س) 


بحث اشارة ۸ 
ببحث إشارة 5“ (س) 77 

















عندما ۱ + ۲ جتاس = ٠‏ 
٠‏ س 3 ]۰۰ 25 [ 





د (س) = >1١‏ . .. د تزايدية على ] ٹک اھ 
.”. د متناقصة على ]3 


کپ . 2 
.۰ د تزايدية على ات . 


4(س) = -۱ < * 
4 (س) = ۱ > .۰ 
8 حاول أن تحل 
© حدد فترات التزاید وفترات التناقص للدالة د حيث د(س) = س - ۲ جتاس ء ۰ < س < 7۲ 
تفكيرناقد: یوضح الشکل المقابل منحنی ۵ (س) للدالة د حيث د (س) كثيرة الحدود. 
( أ) عين فترات التزاید وفترات التناقص للدالة د 
(ب) آوجد مجموعة حل المتباينة 4۵ (س) > ٠‏ 





























الدالة اللوغاريتمية 


لق مثال 


(۳) حدد فترات تزاید وفترات تناقص الدالة س حيث س (س) = ۲ لو س - س" 
© الحل 
ہے (س) قابلة للاشتقاق لكل س 3ع+ : 5 
7 ۲ ۵ اشارة ‏ (س) 


ہے (س) = -٢س‏ 
سلوك د (س) 














بحث إشارة /(س) 
عندما (س) = ٠‏ ا اس ١‏ أواس = -21ع+ 
عند س < ١‏ ۰ مك (س) > ۰ وتکون س تزايدية على ] ۰۰ 1١‏ 

8 حاول أن تحل 

@ حدد فترات تزايد وفترات تناقص الدالة د حيث د (س) = س - هس ء وباستخدام برنامج GeoGebra‏ ارسم 
منحنى الدالة د وتحقق من إجابتك. 

متال 


0 


قن إذا كانت ك دالة التكاليف لإنتاج س وحدة بأحد المصانع حيث ك (س) = +٥٣٣‏ ٢٢س‏ 
ودالة الطلب ص = ۰- س حدد متی تتزايد ومتی تتناقص كل من دالة التكاليف ودالة الإيراد ودالة الربح. 
©> الحل 
دالة التکالیف ك: 
وہ (س) د :+ الاين ےو 70 (س) < +03 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتکامل 








تزايد وتناقص الدوال ۱-۳ 





التقییم المستمر (الحوار والمناقشة) 
١‏ - حاول أن تحل ١‏ 
1 د (س) س"- و س۲+ ٠١‏ س المجال 


ب 


۵(س) ٣س٢‏ - ۱۸ س + ۱۵ 
= ۳ (س - 0) (س )١-‏ 

د (س) = صفر 

د متزايدة على الفترة | -۱۰۶۶ [ 

د متناقصة على الفترة ] 1٥٥١‏ 


د متزايدة على الفترة | 1*۰۱[ 


س ۔ ۵ او ۱ 


ا 


س۲ + ١‏ ا 


س۲ + -١‏ س ×٢س‏ 


2 (س۲+ 
٦‏ س' ۱ 
س2 (س) = تفر 
س + ۱ 


م (س) = متناقصة على | -۱-۰۰۰ [ 
ومتزايدة فی | -۱۰۱ [ » متناقصة على | ١‏ 6 ۰[ 


يفا 


د (س) -س - ۲ :ختاس ۰۰ < من < ۲ 77 


۷ ام 7۱ 
3 ٭ - کہ او س = ٦‏ 








١١ 7۷ 


د تزايدية على کلم . e‏ کو جو 


١١ 7۷ 


تناقصیة على | › 7 7 [ 








د(س) = س - هس مجالها | -» , » [ 


۵(س) = ۱- هاس = صفر 


۱  سدم‎ 


الدالة متزايدة على ع 
دالة الدخل د = عدد الوحدات المباعة ‏ دالة الطلب 


د(س) ‏ س( ۱٤١‏ - ۲س) 


= ۱۶۰ س - ۲س" 


کتاب الطالب - الصف الثالث الخانوی ۷۵ 













































































































(س) = 4-١5١‏ س 
۱۶۰ 


عند د(س) = ٠‏ ۳ س -- = ۲۵ 


3 


يتزايد الدخل عند بيع أقل من ۳۰ وحده ويتناقص عند بيع 


آکثر من ۳۵ وحده 

دالة الربح -س (س) = د(س) - ك (س) 

م(س) = ۱۶۰ س ۲ س ۲۰-۲۰۰۲ س 
= -۲ س" + ۱۲۰ س ۳۰۰ 

م(س) ٤=‏ س + ۱۲۰ = صفر 


س - ۰۳ 


يتزايد الربح عن بیع آقل من ۳۰ ویتناقص عند بیع أكثر من ۳۰ 


حلول تمارین (۱-۳) 
02 المسائل من ۰-۱ ٥‏ دوال کثیرات الحدود 
(۵) د(س) -س ۶+ ۶ س 
د(س) ٤=‏ س ۲ +۶ ٤>‏ (س ۳۲ +۱) = صفر 
س 
متناقصة على ] ٥ه‏ ۱-۰ | 
متزايدة على | -۰۰۱ [ 


2 
كد 
١ 3‏ 
= »۳ بے (س - ۲) جح ۲ 
۱ 
o‏ 
متزايدة على | -۰۶ ۰ ۲[ 
متناقصة على ] ۰۲ ©[ 
١ ١‏ 
9 (س) -۱-- ۰ د(س)< سم 
متزایدة على | -” ۰ ۰[ 
متزايدة على ] ۰۰*[ 


0 0 
e 


درس )د کے س 


= صقر س" 


۸۵(س) = 7 ۲ یسا 


بالضرب × ۱ ت ممما ھت 


تزاید وتناقص الدوال 


تتزاید تکالیف إنتاج س وحدة بزيادة عدد الوحدات المنتجة 5 : 7 
دالة الدخل د : د (س) = مس(۱۰۰-س) = ۱۰۰س -س" | . + | إشارة + (س) 
۰ 4(س) = ۲-۱۰۰س ۰ ۵(س) = ۰ عند س = ٥۰‏ 7 |0 














يتزايد الدخل عند بیع آقل من ۵۰ وحدة و یتناقص عند بیع أكثر من ۵۰ وحدة. 
دالة الربح: ص(س) = د(س) - ك (س) 
۰س - س" - ۳۰۰ - ۲۰س = -س۸۰+۲س ۳۰۰ 














ہے (س) = -٢س‏ +۸۰ لس س 
مه (س) = ۰ عند س = ۶۰ - ۰ + | اشارة ه (س) 
یتزاید الربح عند بیع آقل من ٠٤‏ وحدة, ویتناقص عند بيع أكثر من ٦ ٠٤‏ ا سول د(س) 


وحدة 





61 حاول أن تحل 
©) فی المثال السابق إذا كانت دالة الطلب ص - ۰- ۲س, نافش تزاید وتناقص کل من دالة الدخل ودالة الربح. 








4# تم ینم 









حدد فترات تزاید وفترات تناقص الدالة د فى کل مما يأتى: 
7( د (س) = س۶-۲س © د (س) = (س-۲۳ 


9 أثبت أن الدالة د حيث د (س) = ظاس - س متزايدة على الفترة ] ٠‏ -& [ 

8 حدد فترات التزايد وفترات التناقص للدالة د حیث د(س) = -١‏ جاس ء٠‏ < س <7۲ 

9 إذا كانت دء س دالتین قابلتین للاشتقاق ء 4(س) < س, (س) لکل س دع ء فأثبت أن الدالة ع حيث 
ع (س) = د (س) -ص(س) متناقصة لكل س 3 ع. 


9 5 ف إذا کان تكاليف إنتاج س من الوحدات لمنتج ما يُعطى بالعلاقة: 
ك (س) = ۲۷۵۰۰ +۱۸س - ۱۲س۲+ اس" حيث س مقدرًا بل لاف» عند أى مستوی انتاج یکون هامش 
التكلفة متناقصا. 








کتاب الطالب.- الصف الثالث الٹاتوی 


متزايدة على ] ٢1۲۰ء‏ متناقصة على | ۰۰۲ [ 


(۰٥)د(س)‏ = س + لو س س 3ع 
5(س) ۱+ ۱ س + ۱ ۱ 
® - لدم سس -صه 
س س 
- 


د متزايدة على | ۰ jee‏ 
لاحظ أن الدالة غير معرفة eel‏ 


(۷) د(س) - ۲ - لوس" 


س 3 2 

٠ 31 

د(س) = دي صفر 
س 


۰ د متزايدة على ع* 


۷٦‏ كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


























تزايد وتناقص الدوال ۳ - ۱ 


9 د(س) -ه-؟ه ۲س س3 ع 
د(س) --4 ھ ٣٢‏ < صفر 


متناقصة على ع 
د )ا سس 
.. (س) = قا" س ٢۔١‏ = ۱ + ظا" س -۱ 
۰ ۰ 7 
= ظا" س > صفر لکل سد | یج ۱ 
د متزايدة على الفترة ] ٠ء‏ ے [ 


ا 
د۷( س) = - جتا س 
متناقصة على ] 3-۰۰ [ 


8 7 1۳ 
متزايدة على | -- ا 


متناقصة على - EA‏ 
9 ع(س) = د(س) - م(س) 


ع (س) <۳۵(س) - م(س) 

د(س) _ م(س) 

.. ع(س) -د(س) -م(س) < صفر 
متناقصة لکل س3 ع 


7 رس ا 0۶ل 1۷س - اس ۲ سآ 
ك4 (س) = ۱۸ - ٤۲س‏ + ٦س"‏ 
٤-۳ ( ٦ =‏ س + س۲) 
٦ =‏ (۳-س) (۱-س) 


يكون هامش التكلفة متناقصا عند إنتاج يتراوح بین ١٠٠٠ء‏ ۳۰۰۰ 
وحد٥.‏ 


کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى ۷ 

































N 
الیم العظمی والصعریٰ‎ 

















حله هه 


0 





یبدا هذا الدرس بتعر يف النقطة الحرجة للدالة التى يكون عندها 
د (ح) = . أو غير معرفة ثم تعريف القيم العظمى والصغرى 
المحلية واختيار هذه النقاط باستخدام المشتقة الأولى للدالة ثم 
دراسة القيم العظمى والصغرى المطلقة في فترة مغلقة. 


مخرجات تعلم الدرس 

في نهاية هذا الدرس وتنفيذ الأنشطة فيه من المتوقع أن يكون 
الطالب قادرًا على أن: 

4 يحدد النقط الحرجة لدالة. 

» يعين القيم القصوى المحلية للدالة. 

» جری اختبار المشتقة الأولى للقيم القصوى المحلية 

4 يوجد القيم القصوى المحلية للدالة 

4 يوجد القيم القصوى المطلقة في فترة مغلقة للدالة. 


مفردات أساسية: 
نقطة حرجةء قيمة عظمى محلية» قيمة صغرى محلية - قیم 
قصوی مطلقة. 





المواد التعليمية المستخدمة 


السبورة التعليمية - طباشير ملون - آلة حاسب علمية - برامج 





رسومية للحاسوب. 


مكان التدريس: 


الفصل الدراسى. 





مصادر ا لتعلم 
کتاب الطالب من ص (۷۰) إلى ص (۷9). 
الشبكة الدولية للمعلومات 


۷۸ 


®, (Maxima and Minima (Extrema 


العیم العظمی والضغری] 5 
ر (العیم العضوئی) ۰ عرس 


„Maxima and Minima )٠×۴ 


® سوت عم 

























2 مفهوم النقطة الحرجة. يوضح الشكا المقابل منحنى الدالة د المتصلة على [ ۰1 ب ] 

< مفهوم القيم القصوى المحلية لدالة. -١‏ حدد فترات تزايد وتناقص الدالة د 

سل یی ۳ ۲ عند س = حے ما قيمة 46 (ج,)؟ صف ع 
اله المكلة 4 ١‏ 7 008“ ص = د(س)) 
پوت تغیر د علی الفترة ] | [ هل ۳۳ 

3 إيجاد القيم القصوى المحلية لدالة. نہر علی ج 

2 إيجاد القیم القصوى لدالة على د (ج) أكبر قيم د فى هذه الفترة؟ ۱ 
فترة مغلقة. ۳۔ عند س = جم ما قیمةہ (ج,)؟ صف ی 

> 
تغير د على الفترة ] ج,ء جم [ء هل ۹ جم | جم | ج | او 









































® المصطلحات الأساسیة د (جم) أصغر قیم د فی هذه الفترة؟ 
“٤‏ هل يمكن إيجاد قيمة 4 (جم)؟ فسر إجابتك. 


صف تغير د على الفترة اج ب [ هل د (جم) أكبر قيم د فى هذه الفترة؟ 








< قيمة صغرى محلیة Local Minimum‏ 






النقطة الحرجة Critical Point‏ 
للدالة د المتصلة على الفترة ] أ» ب [نقطة حرجة ( جء د (ج)) 
إذا كانت ج 3] |.ب [+ ۵ (ج) - ۰ أو 4 (ج) غير موجودة. 


5 قیم قصوى محلية  Local Extrema‏ 
7 قیم قصوى مطلقة Absalute Extrema‏ 


فى الشکل السابق نستنتج أن: 
توجد نقط حرجة عند س = جم ء س = جم لأن 4(ج,) = (جے) = ٠‏ ويطلق 
عليها أحيانا نقطة التوقف هم ٥٥۵۷۷‏ ن٥ی‏ كما توجد نقطة أخرى حرجة عند 
س = جم لأن د متصلة عند س = جم وغير قابلة للاشتقاق (المشتقة الیمنی # 
المشتقة اليسرى). 











3® الأدوات المستخدمة 


< آلة حاسبة علمية 





5 برامج رسومية 


القیم العظمى و القیم الصغرى المحلية 


Local Maximum and Local Minimum 


ص إذا كانت د دالة متصلةء مجالها ف » ج 3 ف فإنه يوجد للدالة د: 
قلمة عظمى محلية 4 0 ۰ 0 5 ا ۰ کے ٠ 2 LD PA‏ 
قيمة عظمی محلية عند س = ج ذا وجدت فترة مفتوحة ] |.ب [2 ف 
تحوی ج بحیث یکون د(س)< د (ح) لكل س 3] »ب [ 
۳1 قيمة صغری محلية عند س = ح إذا وجدت فترة مفتوحة ] أ »ب [2 ف 
کے تحوی ج بحیث یکون د (س) > د (ح) کل س 2] |» ب [ 


























کتاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتکامل 


اطلب إلى الطلاب تحديد فترات التزايد والتناقص فی الشکل 
العلوي (فى بند فكر وناقش): التي سبق دراستها في الجبر ثم 
توصل معهم إلى تعريف النقطة الحرجة للدالة ثم حدد فترات 
التزاید والتداقص بناء! عن التعریف 


آخطاء شائعة: 
قد يخطئ بعض الطلاب بکتابة فترات النزاید والتناقص على 
فترات مغلقة والصحیح أن تکتب على صورة فترات مفتوحة. 


كاب الرياضيات اة د التفاضل والتكامل 




































































القیم العظمی والصغری (القیم القصوی) ۲-۳ 
لاحظ أن : 
-١‏ فی بند فکر وناقش: توجد قیم عظمی محلیة عند س = جم »س = جم ء بینما توجد قيمة صغری محلیة 

موس > چم 

۲۔ يقال علی القیم العظمی والقیم الصغری المحلی القیم القصوى المحلية للدالة (معع۵ع اه‌ما). 
اختبار المشتقة الأولى للقيم القصوى المحلية 
8 تفلم 
إذا كانت (جء د (ج)) نقطة حرجة للدالة د المتصلة عند ج ء ووجدت فترة مفتوحة حول ج بحيث: 
-١‏ (س) >۰ عندماس <ج. د(س) ٠<‏ عندماس > جء فان د (ج) قيمة عظمی محلية 
۲ ۸(س) <۰ عندماس < جء د(س) > . عندماس > جء فإن د (ج) قيمة صغری محلية 


First Derivative Test for Local Extrema 



























































1 
> 
و 


۳۔ إذا لم يحدث تخیر فى إشارة ٥(س)‏ على جانبى ج. فإنه لا يوجد للدالة د قیم قصوى محلية عند ج.. 
إذا كانت د قابلة للاشتقاق على ]۰۱ ب [ وکانت للدالة د قيمة قصوى محلية عند ج ۱]3ء ب[ 
فان 4 (ج) = ۰ أو 4(ج) غير موجودة. 

اختبار المشتقة الأولی 

فق مثل 

)١(‏ إذا كان د (س) = س" + ٣س‏ - ۹س - ۷ أوجد القيم القصوى المحلية للدالة د 

© الحل 


۱) تحدید النقط الحرجة : د متصلة وقابلة للاشتقاق 2 77777555 
۰ (س) = ٣س٢‏ + اس - ٩‏ الع ۱ 
= ۳ (س۲+۲س -۳) = ۳ (س +۳) (س-١)‏ ا حص - - را 


عندما “(س) = .٠. ٠‏ س ۳2 اوس = ١‏ 
لدينا نقطتان حرجتان (۴ءہ  ))-(‏ (۱ د (۱)) 


أى النقطتان : (-۰۳ ۰0۲۰ (۱۲-۰۱) 
کتاب الطالب - الصف الثالث التانوی 





٢‏ اختبار المشتقة الأولى عند كل نقطة حرجة و يوضحه س 
جدول التغیرات المقابل ودک رای سن إشارة 4(س) 
٣)فی‏ جوار س =  ۳-‏ تتغير إشارة 4(س) من موجبة | کے ٢١ف ٢|‏ سے | سلوك د (س) 
(قبل س = -") إلى سالبة (بعد س = -۳) 
.۰ د(۲) = ۲۰ قيمة عظمى محلية. 
وفی جوار س = ١‏ تتغير إشارة د (س) من سالبة (قبل س = ۱) إلى موجبة (بعد س = ۱) 
.. د(۱) = -۱۲ قيمة صغرى محلية. 














8 حاول أن تحل 
02 إذا کان د (س) = ل س"- وس +۰۳ آوجد القیم القصوی المحلية للدالة د 


ف فل ری 
)٢(‏ أوجد القيم القصوى المحلية للدالة د إذا کان د (س) = س5 (؟س )٠-‏ مبينًا نوعها 
0 الحل 

الدالة د مجالها ع ومتصلة لکل س د ع 

١‏ تحدید النقط الحرجة: 

4(س) = ج س (اس - ه) + ٢س‏ ؟ 

_ ٢([٢س‏ ۔٥+٣س]‏ _ ۰(س -۱) ۰ 
NE‏ و ت 

٭* د ملد متصلة عند س تد )4٥‏ غير موحودة 

۰ توجد نقطة حرجة هی (۰۰ د (۰)) أى (۰۰ ۰) 

عندما ۸ (س) = ۰ .. س = ۱و یوجد عندئذ نقطة حرجة 


هی (۰۱ د(۱)) أى (۳-۰۱) كما یوضحها الشکل المقابل . 























۲ اختبار المشتقة الأولى عند کل نقطة حرجة یوضحه ۱ 7 
جدول تغیرات الدالة المقابل. ۱ ۳ ASE‏ 





سلوك د (س) 











۳ عندس = ٠‏ توجد قیمة عظمی محلية = ٠‏ 
عندس = ١‏ توجد قيمة صغری محلية = -۲ 


8 حاول أن تحل 
© آثبت أن للدالة د حيث د (س) = اس" قيمة صخری محلیة. 


تفكيرناقج: هل للدالة د حيث د (س) = س + ٣س‏ -۶ قيم قصوى محلية؟ فسر إجابتك. 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 








القيم العظمى والصغرى ۳۴۔۲ 


أخطاء شائعة: 

7 یخطی بعض الطلاب في التمييز بين القيم القصوی من جانب 
والقيم العظمی والصغری من جانب آخر. 

× أكد إلى الطلاب أن القيم القصوى تشتمل على القيم العظمى 
والصغرى المحلية 

× أن لم يحدثء تغير في إشارة د(س) على جانبى النقطة 
الحرجة فلا توجد قیم قصوى محلية. 





nnn |‏ 1 || ۳۳ (الحوار والمنا سو یٹ ۱ 
× ناقش مع الطلاب ما ورد في بند حاول أن تحل وتوصل معهم 
إلى الاجابات الصحیحة 


حلول حاول أن تحل: 
02) توجد قيمة عظمى محلیة عند س = ٣-‏ 
وتبلغها عند ص = ۰۲۱ 
توجد قيمة صغرى محلية عند س - ۲ وتبلغها عند ص 2 -۱۵ 
© د(س) -س <- س7 4 
(س) = چ س ۔ ج - یچ سوج 
د(س) متصلة عند س = صفر ولابوجد مشتقة للدالة 
ا 
.. توجد قيمة صغرى محلية 
تفکیر ناقد 
'.“د(س) = س" + ٣س ٤‏ 
د(س) = ٣‏ س۲+ ۳ ۲(س۱+۲) > صفر 
1 لا توجد للدالة قيم قصوی محلية 


کقای الطالے د الضف الثالت الٹائری ۷۹ 


























































































































| نر 1 ۱ 3 ) الحوار والمناة ہد ۱ 

فى بند حاول أن تحل توصل مع طلابك إلى الاجابة الصحيحة 
من خلال المناقشة 

الحلول : 

حاول أن تحل (۲) 



























مجال د = ع - (۱) 
؟ س- س" 
س) = و 
می س - صفر 
القيمة الصغرى المحلية د(۰) - صفر 
القيمة العظمى المحلية د(۲) = ٤‏ 
× أكد لطلابك أنه قد تكون القيمة العظمى المحلية أصغر من 
القيمة الصغرى المحلية كما أنه قد تواجد خطوط تقارب 
رأسية أو أفقية أو مائلة للدالة. 





حاول أن تحل (5) 
ل)د(۰) ١‏ د (ع) = ۰,۷۳ 
د (س) = ۱۰ ه -س +۱۰ س <- ه -س 
= ۱۰ هدس[ ١‏ - س] = صفر 
ه "2 7 صفر ۱۰ -س = .۰ .. س - ۱ 
|٤١ ۱‏ 
القيمة العظمی المطلقة = ۲,۷ 
(س؟ +1) × ٤‏ -٤س‏ × ٢س‏ ٤٤س‏ 
رح 


(س ۲)٥‏ (س ۲ + ۱)؟ 


۰ (۱) 2 ۱۰ص -۱ 2 ۲,۷ 


۲ 


(س) = صفر .٠‏ س - ١‏ أو س ١>‏ 
(-۱) = -۲ ۰ ۱(3) = 3۰۲ (۳) - ۱,۲ 


القيمة العصغری المطلقة - ۲ القيمة الصغری المطلقة - -۲ 


نشاط : 





الهدف من النشاط : 
سرعة اجراء قسمة دالة كثيرة الحدود علي دالة أخرى خطية 
سلم تقييم النشاط : 








القيم العظمى والصغرى (القيم القصوى) 


(۳) أوجد القیم القصوى المحلية للدالة د حيث د(س) کن 
©> اس 
مجال د = ع -(۰] ۱ 
(١‏ تحدید النقط الحرجة: ۸۵(س) = -١‏ ٤س٣‏ = نك سے للدالة نقطتان حرحتان هما (۲ د(۲)) 3 
2 س 
(دى د (۔٢))‏ ای .)٤-٢-( )٤٤٤(‏ 


۲( اختبارا لمشتقة الأولى عند كل نقطة حرجة 5 ۲ 2 1 99 سس 
+ | - || - | + _إشارةدص) 


مبیا نوعها 





س 


يوضحه جدول تغيرات الدالة المقابل 
(لاحظ استبعاد س = ٠‏ من مجال د). ET‏ ای سلوك د (س) 
۳) عند س = ۔٢‏ توجد قيمة عظمى محلية = ٤‏ 


وعند س = ٢‏ توجد قيمة صغرى محلية = ٤‏ 

















لاحظ آن: قد تکون القيمة العظمى المحلية أصغر من القيمة الصغری المحلية 
للدالة ح 
تكنولوجيل ہین الشکا المقابل منحنى الدالة د باستخدام أحد البرامج 


کر 
الرسومية» قارن بين حدول تغيرات الدالة ومنحناها . ماذا تلاحظ؟ ا 
د 
۲ فک 






































61 حاول أن تحل 
(۴) آوجد القیم القصوی المحلية للدالة د حيث د(س) = ك میا نوعها 
۳۵0 تفلم __ 


The Absalute Extrema of Function on a Closed Interval 


القيم القصوى لدالة على فترة مغلقة 


2226 [أ ء ب ] فان للدالة د قيمة عظمى مطلقة وقيمة صغرى مطلقة على 
الفترة [ | ب]. 
لایجاد القیم القصوی المطلقة للدالة د على الفترة المغلقة 
[اءب] نتبع المخطط المقابل كما یلی: 
© احسب د () » د (ب) ء وقيمة الدالة عند کل نقطة 
حرجة. 
© قارن بين القیم السابقة؛ أكبر هذه القيم هو قيمة 
عظمى مطلقة وأصغرها هو قيمة صغرى مطلقة. 


كتاب الطالب - الصف الثالث التانوى 


يقوم باجراء النشاط دون اخطاء ويتوصل 
إلى الناتج الصحيح 
يقوم باجراء النشاط كاملا ويخطئ فى 


إحدى خطواته 


يقوم فى إجراء النشاط ويخطء فى اكثر 
من خطوة 


لم يتمكن من فهم النشاط والإجابة على 
معظم اسئلته 


لم یتمکن من فهم اسئلة النشاط ولم يتمك: 
من الأجابة ويحتاج إلى الرعاية 


والتوجيه 


۸۰ كاب الرياضيات اة د التفاضل والتكامل 












































لی مثال دوال أسیة 
(4) أوجد القيم القصوى المطلقة للدالة د حيث د (س) = س۲- ۱۲ س + ۱۲ > س13[ م] 
© الحل 
٠‏ د(س) = س۱۲-۰۲س +۰۱۲ سد [-۰۳ ۳] 
.۰ د (۔٣)‏ = (-٣)٢۔‏ ۱۲(-۳) + ۲۱-۱۲ 
»د(۳) a‏ (۳)۳ - ۳(۱۲) + ۲-۱۲ 
د (س) = ۳ س۲- ۳-۱۲ (س - ۲) (س - ۲) 
.. سے۲ 3 ۰۳-1 ۲] أو س = -۲ ۰۳-2 ۳۳] 
عند س = ۲ توجد نقطة حرجة ویکون :د (۲) = ٤‏ ۳( 
عند س = -۲ توجد نقطة حرجة و یکون : د (-۲) = ۲۸ 
بمقارنة قيم ۰۱ ۶۰۳۰۲ نجد آن: 
للدالة د قيمة عظمی مطلقة = ۲۸ء قيمة صغری مطلقة = ٤ھ‏ ۳ > ۰,9۶۱ 
1 حاول أن تحل 
(ك) آوجد القیم القصوی المطلقة للدالة د 


9 د (س) = ۱۰س‌ه-تس س 5 [۶۰۰] (ج) د (س) - س 3 [-۱ ۳] 


س" +۱ 
حساب قيم کثیرات الحدود 


لتکن د (س) = اساب س۲+ ج س + و كثيرة الحدود مرتبًا تنازليًا حسب قوس س 
= س ( اس۲ + ب س + ح) + و بأخذ س عامل مشترك 
= س (س ( اس +ب) + ح) + ی بأخذ س عامل مشترك مرة ثانية 
لاحظ أن عدد الأقواس المفتوحة = عدد الأقواس المغلقة (تسمى هذه الصيغة 01000) (nested‏ 
٢‏ إذا كانت د (س) = س +٣‏ ۳س۲ - وس -۷ فان د(س) = س (س (س +۳)-۹) -۷ 
لإيجاد د (۱) ابداً بالتعويض من الداخل للخارج (Ws «e = (NYS e 5 (NS‏ 
أكمل :د (۲) = س ع د(٣)‏ = 
۳) يمكن حساب قيمة كثيرة الحدود السابقة بطر يقة مختصرة كما يلى: 
> اكتب معاملات قوس س مرتبة تنازليًا. 
> اترك أول معامل ثم اضرب المعامل الأول فى قيمة س واكتب 
الناتج أسفل المعامل الثانى ثم اجمع. 
> کرر عمليتى الضرب والقسمة على الترتيب فتجد أن د(۳) = ۲۰ 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 








القيم العظمی والصغرى (القيم القصوی) N=‏ 
)٤‏ إذا كانت د (س) = ۲س٣ ٤+‏ س" - اس + ه أوجد قيمة كل من : د(؟) » د )٤-(‏ » د (-1) بالطرق السابقة. 
0# تمارينسم-) $¥ 


حدد القيم القصوى المحلية (إن وجدت) للدالة د فى الأشكال التالية وبين نوعها: 


0 0 9 
















































































أوجد القيم القصوى المحلية (إن وجدت) للدالة د فى كل مما يأتى مبينًا نوعها: 
(ك) د(س) = س٣‏ + ۳س٣ ٢٢‏ (0) د(س)- س؛- اس" 
(۷) د (س) = ٣س'‏ - وس" (4) د (س) = ۲ - س؟ 

(9 د (س) = س + سس 

9 د (س) = هت (۳ - س) 

و 9 د (س) = ۸لو س - س٢‏ 

أوجد القيم القصوى المطلقة للدالة د على الفترة المعطاة: 
9 د (س) = س۲-۳س +۰۱ س ۰۲-5 ۱] 9 د (س) = ۷س-۱ ۰ س 3 [۲» 0] 
9 دس = جاس + جتاس ‏ س 3 [۰۰ 7۲] 9 د (س) = س هاسء س 3 [۰۰ ۲] 
أوجد قيمة کل من كثيرات الحدود التالية عند قيم س المعطاة: 
9 د (س) #س5- اس" - ٥س‏ +۰۲ عند س = -۲ 
9 د (س) کاس +٦س۲+‏ دس -۱۷ء عندس د-۲ 


أجب عما يلى: 


٤ 


0 تفگیرایداعی: أوجد قيم اء بء حء ى بحيث يحقق المنحنى د (س) = اس۲+ب س۲ + ج س +۶ الشروط 


التالیة معا: 


اب له نة نقطة حرجة عند س 2 ١‏ 


8 یمر بنقطة الأصل. 


(ج) معادلة المماس للمنحنی عند النقطة (۲ء د (۲)) عليه ھی ۹س + ص = ۲۰ 
6 کثبرة الحدود: د(س) 5 ۲س" + ۲س۲ - ۶س 
احسب مسترشدا بنشاط ص۷۶ کل من: د(-؟) ء د(-۳)ء د(۲) ء د(۳) ماذا تلاحظ؟ فسر إجابتك. 


کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوی 








القيم العظمى والصغرى ۳۴۔۲ 


تمارين (۳ -۲) 
الحلول 
7 (۰۰۰)عظمی )٤ ٢(٢‏ صغری 
9D‏ (-۲-۰۱) عظمی » (۲۰۱) صغری 
(؟) (۰۰۰) عظمی » (۱-۰۱) صغری 
(۷ (-۲۰۱) عظمی » (۲-۰۱) صغری 
(۸) (۲۰۰) عظمی محلية 
(ر8) (-۰۰۲) صغرى محلية 
9 (-۱و-۲) عظمی محلية 
() ( ۰۲ ۷,۶) عظمی اة 
9 القيمة الصغری المطلقة --۱ 
القيمة العظمی المطلقة = ۲ 
(۲۱) العظمی المطلقة حرا ۲ 
الصغری المطلقة < - ۷ ۲ 
9 الصغرى المطلقة = صفر 
العظمی المطلقة = ۰,۲۷ 
9 د(س) = اس۲ + ب س۲ + ج س + د 
(۰۰۰) تحقق المعادله 
.۰ , < صقر 
ما اسر ہے سوير 





( 5 5) صغرى محلية 


۵(س) = ١۱س‏ ٢٢ب‏ س + ج 

) ۲+۱۳ ب + ج۔ صفر 

(۰۲ د(۲) نقطة تماس المماس الذی مبله = ٩-‏ 

٩- = )(۸‏ 
-۹ء ۱۱۲+ ۶ ب+حہ 

عند س - ۲ ۰+ ص د۲۰ 
یہ 

3)۲۰٢(‏ للمنحنى 

۱۶۸7٢‏ ئ ٢‏ ۷ خن + و 


2۸ب ۲ سے 


[2ء نے .-۹) ده 


کتاب الطالب - الصف الثالث الٹائری ۸۱ 



















































































خلفیة: 

سبق أن درس الطالب فترات التزاید والتناقص للدالة وكذلك 
استخدام المشتقة الأولى في تحديد القيم القصوى للدالة(العظمى 
والصغرى المحلية) مع دراستة للقيم العظمى والصغرى المطلقة 
فى فترة مغلقةء وسوف يدرس فى هذا الدرس تحدید فترات 
تحدب منحنی الدالة لأعلى ولأسفل إمكانية وجود نقط انقلاب 
للدالة» من خلال ذلك بالاضافة لمفهوم التمائل وخواص الدوال 
الزوجية والفردية سیقوم الطالب برسم منحینات الدوال. 





في نهاية هذا الدرس وتنفیذ الأنشطة فيه من المتوقع أن یکون 

الطالب قادرا على آن: 

» دد فترات التزاید والتناقص. 

4 يوجد نقاط الأنقلاب للدالة أن وجدت. 

4 يستخدم اختيار المشتقة الثانية لايجاد القيم القصوى المحلية للدالة. 

4 يقوم برسم منحنيات على الدوال الجبرية تشتمل دوال كثيرات 
الحدود حتى الدرجة الثالثة. 


مفردات أساسية 





التحدب - تحدب لأعلى - تحدب لأسفل- نقطة إنقلاب. 


المواد التعليمية المستخدمة 


السبورة التعليمية - طباشير ملون - آلة حاسبة علمية - برامج 





رسومية للحاسوب 


الفصل الدراسى 





مصادر ١‏ لتعلم 


کتاب الطالب من ص )۷٦(‏ إلى ص (۸۶). 


7 ذكر الطلاب بما سبق دراسة عن رسم منحينات بعض الدوال 


8 استكشف ____ 










2 تحديد فترات تحدب منحنى دالة 
لأعلى ولأسفل. 

2 إيجادنقط الانقلاب لمنحنى دالة. 

2 استخدام اختبار المشتقة الثانية 
لإيجاد القيم القصوى المحلية. 

< رسم المنحنیات. 


يبين الشكل المقابل منحنی الدالة د حيث: 
د(س) = چ س" س3ع 






لاحظ أن الدالة د متزايدة على ع لماذا؟ 

هل يختلف اتجاه تقوس (تحدب) المنحنى فى الفترة 
] -6©ء ۰ [ عن اتجاه تحدبه فى الفترة ] ۰۰۰ [؟ 

فى الفترة ] -©, ٠‏ [ ما موقع منحنى الدالة بالنسبة 
يتناقص بزيادة قيم س؛ 

فى الفترة ]٠ء‏ 0 ما موقع منحنى الدالة بالنسبة إلى 
جميع مماساته؟ هل يتزايد ميل المماس 2 (س) أم 
يتناقص بزيادة قیم س؟ ماذا تستنتح؟ 










® المصطلحات الأساسية 





Convexity التحدب‎ 2 










Convex upward تحدب لاعلی‎ 3 





Convex downward تحدب لأسفل‎ 2 























Inflection point نقطة انقلاب‎ 2 


تحدب المنحنیات 


Convexity of a curves 






لتكن د دالة قابلة للاشتقاق على الفترة ] | ء ب [ ء يكون منحنى الدالة د 
محدبًا لأسفل إذا كانت ۵ متزايدة على هذه الفترة ء ومحديًا لأعلى إذا 
كانت د متناقصة على هذه الفترة. 








® الأدوات المستخدمة 
< آلة حاسبة علمية. 


2 برامج رسومية للحاسب 


اھ 


3 















































۵ متزايدة وتكون مشتقتها موجبة 
أى د7(س) > ٠‏ 

إذا كان للدالة د مشتقة ثانية غير صفرية فيمكن من خلالها دراسة تزايد وتناقص 

المشتقة الأولى 4 وتحدید فترات التحدب لأعلى والتحدب لأسفل لمنحنى الدالة د. 


۵ متناقصة وتكون مشتقتها سالبة 
آی (س)< 0 












کتاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتکامل 
ومنها الدوال الترسعية. الدوال التكعيبية موضحا فترات 
التزايد والتناقص و إشارة ميل الماس للمنحنى عند كل فترة. 

۳ فى بند تحدب المنحينات: 

2 أكد إلى الطلاب - بما جاد في العريف ص (7) الخاص 
بمفهوم تحدب المنحنى لأعلى وتحدبة لأسفل وأن یکون 
منحنى الدالة (د) محدبًا إلى أسفل إذا كانت د متزايدة على 


اخطاء شائعة: 

× قد يخلط بعض الطلاب بين فترات التزايد والتناقص للدوال 
ومناطق التحدب إلى أعلى و إلى أسفل للدالة. 

× أكد إلى الطلاب على تعريف فترات التزايد وفترات 
التناقصء مناطق التحدب لأعلى ولأسفل من خلال التعريف. 


۸۲ كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 






































































































رسم التحتیات ۰ ٣۳۴۔۳‏ 


اختبار المشتقة الثانية لتحدب المنحنیات 


لتكن د دالة قابلة للاشتقاق مرتین على الفترة ]| » ب[ 


١‏ - إذا کان د/ (س) > ۰ لجمیع قيم س 3 ]۰1 ب[ فان منحنی د یکون محدبا لأسفل على الفترة]أاء ب[ 
- إذا كان 4(س) < ۰ لجميع قيم س 3 ]| » ب[ فان منحنی د يكون محدیا لأعلى على الفترة ]| ب[ 


منا 
9 ل تحديد فترات تحدب كثيرات الحدود 


)١(‏ إذا كان د (س) = ۲- ۲س" - س" عين الفترات التی یکون فیها منحنی الدالة د محدبًا لأعلى » والفترات التی 


یکون فيها محدبًا لأسفل. 
@ الحل 

د متصلة وقابلة للاشتقاق لكل س 3 ع حيث: 

4(س) = -٦س‏ - ۲ س"۲ 45 (س) --1-5اس = -٦(۱+س)‏ 

قاری اه مس ددا 

فترات التحدب: يبين الجدول 

المقابل إشارة د وفترات تحدب 




















00 ٣ 

5 َ‫ 5 1 0 
منحنى الدالة د لاعلی ولاسفل. جک ای 
أى إن: منحنى الدالة محدب 
لأسفل فی الفترة ]-۰0 | ومحدب لأعلى فى الفترة ] - 

اڑا حاول أن تحل 

() حدد فترات التحدب لأعلى والتحدب لأسفل لکل من المنحنيات التالية: 


(أ) د(س) = س۶-۲س ٢+‏ ر م(س) = س؟ - ۶س 














3 


تکنولوجیا: باستخدام أحد البرامج الرسومية إرسم منحنى الدالتین د ۰ ی حيث م(س) = اس ء (س) = س 


وحدد فترات التحدب لأعلى والتحدب لأسفل وحقق إجابتك باستخدام اختبار المشتقة الثانية . 


لاحظ أن: قد يتغير اتجاه تحدب منحنى الدالة المتصلة من أعلى إلى أسفل أو من أسفل إلى أعلى عند نقطة تنعدم 


عندها المشتقة الثانية للدالة أو تكون غير موجودة . 


Inflection point نقطة الانقلاب‎ 


لتكن د دالة متصلة عند س = ج ؛ تسمى النقطة ( ج ء د(ج) ) نقطة انقلاب لمنحنى الدالة د إذا وفقط 


إذا غير المنحنى اتجاه تحدبه عند هذه النقطة وكان للمنحنى مماسًا عندها. 


گر ایح ال ملد 


توجد نقط انقلاب للمنحنیات ۲۰۱ ۰ لتغير انجاه تحدب المنحنی لا توجد نقط انقلاب لعدم 


ووجود مماس له عند ج وجود مماس عند ج 


كتاب الطالب - الصف الثالث القاتوی 


لاحظ آن: 

-١‏ المماس عند نقطة الانقلاب يقطع منحنی الدالة» لأن المنحنی فى إحدى جهتی هذه النقطة يقع تحت المماس 
ء وفی الجهة الأخرى يقع فوق المماس. 

۳- فی الشکل المقابل يوجد لمنحنی الدالة د نقطتی انقلاب الأولى 
عند نقطة الأصل و (۰۰۰) والأخرى عند النقطة ب (۰۲ د(۲)). 


ذو منال التحدب ونقط الانقلاب 


© إذا كانت د(س) - ۱ 0 


س٢‏ - ٣س‏ + ۲ عندما س > - ۲ 


عندماس < -۲ 


























حدد فترات تحدب منحنى د لأعلى ولأسفل ء وأوجد نقط الانقلاب ومعادلة المماس عندها إن وجد. 
© الحل 
الدالة د متعددة التعريف مجالها ع » ومتصلة عند س = -؟ لأن (-۲) = د(٣‏ - 
٢س‏ عندما س < -۲ 
4(س) = ا عند ما سک 
غير موجودة عندما س = -۲ [ہ(-٢)‏ ےو 4 ۲)] 


۳ عندما س < -۲ 
دہ (س) = 


٦س‏ عندماس > - ۲ 
يبين الجدول التالی إشارة 45 وفترات تحدب منحنى الدالة لأعلى ولأسفل. 


غير 
موجودة 
0:777 9 9ص 08*80 تحدب منحنى د 
فترات التحدب: منحنى د محدب لأسفل فی الفترة ]-٭ ء -۲ [» 
الفترة ] ۰ ء٭ [ ومحدب لأعلى فى الفترة ]-۲ ۰[ 
نقط الانقلاب 
© النقطة (-۰۲ د(-۲)) أى ۰۲-۱ ۰) ليست نقطة انقلاب لمنحنى د رغم تغير اتجاه تحدبه حولهاء لعدم وجود 
مماس لمنحنى الدالة عند هذه النقطة (4(س) غير موجودة) 
© النقطة ٠(‏ › د(۰)) أى (۰۰ ۲) هی نقطة انقلاب لمنحنى د لتغير اتجاه تحدبه حولهاء ويوجد عندها مماس 
للمنحنى يقطعه فى هذه النقطة ء ميله 4(س) = -۲ ومعادلته هی : ص - ۲ = -؟ س (كما فى الرسم) 
8 حاول أن تحل 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


























The Second Derivative Test for Convexity 











معلومات إثرايئة للمعلم 
يصاغ اختبار المشتقة الثانية في بعض المراجع على النحو 
اتی 
× ذا كانت س 3 ] أء ب [ فان تقعر المنحنى يكون لأعلى إذا 
كانت درس) > : 
۳ ٍذا کانت س 3 ] اويا[ ون تقعر المنحنی یکون لأسفل [ذا 
كانت د (س) < . 
مع ملاحظة إن هذا التعريف يشمل الفترات غير المحدودة مثل 
۱1ء [ع] 1[ 
فى بند نقطة الأنقلاب: 
× أشر إلى الطلاب أنه إذا كانت د دالة متصلة عند |. تسمى 
(اء د(ا)) نقطة إنقلاب (إنعطاف) ٤‏ صنەم ناگم لمنحنی 
د إذا غير منحنی الدالة د تحدبه عندها 
× أكد إلى الطلاب أنه عند نقطة الانقلاب تکون د (ا) = ٠‏ أ 
غير موجودة. 
بنود موضوعية يمكن اعطانها للطلاب: 
صغ علامة ( ”) أو (۸) 
١د‏ إذا كانت ((ا) ء د ))١(‏ نقطة إنقلاب للدالة د فان د (ا) = ٠‏ 
؟- النقطة )٠٠٤(‏ نقطة إنقلاب للدالة د حيث د(س) = س؟ 
5 منحنى الدالة د(س) = محدب لأسفل في ع. 
أت مس الدالة 21153 |[ کس وی رين )دس د یں 
محدب لأسفل فى ]۱ء © [. 
38 رین یب اس نقطة انقلاب. 
ختر الإجابة الصحيحة من بين الأجابات المعطاة 
وکا سنا 
فان نقطة الانقلاب لبيان ق هي. 
(0 (۱-۰۰) ا 
(ج) (۔١)‏ (ھ)ا )٠٠١(‏ 
(ر) الدالة التى تحدب منحناها إلى أعلى فی ع هى: 
® د(س)- ۲+ سء د(س) < ۲- س" 
(ج) د(س)=۴- س۲ (۵) د(س)= |س| 
۳ توجدنقطة إنقلاب لبيان الدالة د حيث 
د(س) = | س' - 5 | عند . 
).٢- ©‏ (۱۰۱۲ 
(ج) (۰.۰) بدا )۲-۰( 


کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى ۸۳ 























































































التقييم المستمر (الحوار والمناقشة) 


حل حاول أن تحل (ص ۷۷) : 
ر(س) ٤=‏ س ۱۲-۲ س ۲ 

ر#(س) = ۱۲ س ۲۶-۲ س 
س ۰ | س - ۲ تجعل #5 (س) ۰ 

مناطق التحدب لاسفل هی : ] -٭ء ۰ [ ] ۲ 6 [ 

مناطق التحدب لاعلی هی : ] صفر » ۲[. 
في بند تفکیر ناقد ص (۸۱) 
يهدف إلى تعيين فترات التحدب لأعلى ولأسفل لمنحنی الدالة 
وإيجاد نقط الإنقلاب من خلال شكل بياني مرسوم للمشتقة 
الثانية. 
إجابة التفكير: 
من الرسم د1(4) = صفر 

۱ ۱۱3 1 مدد اده ال ۱ اله 
نقطة سیقدم عندها لثانی للدالة 

۱(۵) > صفر ‏ (۱) < صفر 
.“. (۰۱ د(۱) ) نقطة انقلاب. 
المنحنی محدب لاعلی على الفترة ] -©» ۰ [ 
المنحنی محدب لاسفل على الفترة ] ۱ء * [ 





التقييم المستمر (الحوار والمناقشة) 


ناقش مع طلابك ما ورد في بند حاول آن تحل وتوصل معهم إلی 
الإجابات الصحيحة 


O 


د(س) = س۲-۲ س'- ۹س 
د“ (س) ۲ س" - 1س - ٩‏ 
5 (س) = ٦س‏ -1 

د س) = صفر 

۱۲٦-۱۸ )۳(۵‏ > صفر 


7 س = ۰۲ س = -۱ 


۵(-۱) = ۔٦-٦ء‏ ۔ ٣١‏ < صفر 
د(۳) قيمة صغری محلية - - ۲۷ 
د (-۱) قيمة عظم محلية - ه 


عندما س < ١‏ 


© ذا كانت د (س) - ۱ E‏ 
٣س٣‏ - س٣‏ 
حدد فترات التحدب لأعلى والتحدب لأسفل لمنحنى الدالة د » وأوجد نقط الانقلاب ومعادلة مماس المنحنی 
عندها إن وجد. 
تفکیں۔ناقح: يمثل الشكل المقابل منحنى 4 (س) على الفترة ] -۰۲ 5[ للدالة 
المتصلة د. 
© وضح فترات التحدب لأعلى والتحدب لأسفل لمنحنى الدالة د إن وجدت. 
© هل توجد نقط انقلاب لمنحنى د فى هذه الفترة ؟ فسر إجابتك. 
اختبار المشتقة الثانية للقيم القصوى المحلية 


The Second Derivative Test for Local Extrema 


عندما س > -۱ 




















ص 
































لیکن للدالة د مشتقة ثانية على فترة مفتوحة تحوى ج حيث 4(ج) = ٠‏ 
(١‏ إذا كانت د⁄(ج) < ٠‏ فان د(ج) قيمة عظمی محلية. 
)٢‏ إذا كانت د/(ج) > ٠‏ فان د(ج) قيمة صغرى محلية. 
















































8ک 
د(ج) قيمة صغرى محلية 





ف مثل 


القيم القصوى المحلية 
0 استخدم اختبار المشتقة الثانية فى إيجاد القيم القصوى المحلية للدالة د حيث : د(س) = س؛ - ۸س۲ + ٠١‏ 
@ الحل 
د(س) كثيرة حدود فهی متصلة ومجالها ع 


د (س) = ۶س" - ۱۹ س = ٤س‏ (س" - ۰۶ د (س) = ۱۲س۲ ۱۲ 
للدالة نقط حرجة عندما >4 (س) ٤س‏ (س٢‏ - 6 سے ٭ أى عند : س = ۰ س = ۲ء س = ۲ 


لاو ج 4( ۱< . وو كم ذا قيمة عظمى محلية 
مدن .۳ 4 = ۲۲ >. .٠.‏ د(؟) = ۔٦‏ قيمة صغری محلية 









عند س = -۲ 0 - ۲۷۲ >. “. د(-؟) = -1 قيمة صغرى محلية 





كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


تكنولوجيل: باستخدام الحاسبة البيانية (نشاط) ارسم منحنى الدالة فى المثال السابق لتكتشف خواص منحنى الدالة 

وتتحقق من موضع القيم العظمى والصغرى المحلية لهذه الدالة. 

8 حاول أن تحل 

> باستخدام اختبار المشتقة الثانية أوجد القيم القصوى المحلية للدالة د حيث د(س) = س٦٣‏ - ۲س۲ - ۹س 
وتحقق من صحة إجابتك باستخدام الحاسبة البيانية أو البرامج الرسومية. 

رسم منحنیات کثیرات الحدود 

يستخدم حساب التفاضل فی رسم المنحنیات وهو التمثيل البیانی 

للدوالء ویعتمد علی تتبع سلوك د(س) للدالة د عندما تتغیر قیمة تمائل الدالة 

س فی فترة معينة» وتمثیل الأزواج المرتبة (س » ص) فی المستوى 

الإحداثى المتعامد حيث ص - د(س) وسنقصر دراستنا فی رسم 

منحنيات الداول على دوال كثيرة الحدود من الدرجة الثالثة فأقل 

على الصورة د(س) = اس" د پ س۲ + جس + و القيم العظمى والصغرى المحلية 

لرسم الشكل العام لمنحنى الدالة د حيث ص - د(س) نتبع المخطط چ2- 

المقابل كما يلى: 

-١‏ إذا كانت د زوجية يكون منحناها متماثلاً بالنسبة لمحور الصادات» ويكون متماثلاً حول نقطة الأصل إذا 
كانت د فردية. 

٢‏ دراسة تغيرات الدالة وتحدید فترات التحدب ونقط الانقلاب إن وجدت والقيم القصوى المحلية إن وجدت. 

۳- إعداد جدول التزايد والتناقص والتحدب لمعرفة الشكل العام للمنحنى ونوع النقط الحرجة. 


Curve Sketching for Polynomials 


4۸4س) ل هه 4 (س) 
النقط الحرجة التحدب ونقط الاتقلاب 


فترات التزايد والتناقص ا 


٤۔‏ إيجاد نقط تقاطع منحنى الدالة مع محورى الإحداثيات . 

۵ رسم تخطيطى لمنحنى الدالة ويمكن الاستعانة ببعض النقط الإضافية لتحسين الرسم. 
د مثال 
(4) ارسم الشکل العام لمنحنی الدالة د حیث ص = د(س) = س٣‏ - ٣س٣‏ + ۶ 
©> الحل 

-١‏ الدالة د كثيرة حدود مجالها ع › والدالة ليست زوجية ولیست فردیة. 


۴ 5 (س) = ۳س؟ ۔ ٦س‏ = ٣س‏ (من - ۲) ۰ دك (س) = ٦س‏ -5 = ٦(س )١-‏ 


رسم منحنی دالة 


للدالة نقط حرجة عند د(س) = ۰ أى عند س = ٠۰ء‏ س = ۲ 

وتکون د متزايدة فی الفترة ] -٭ ء ۰[ والفترة ] ۰۲ [ ومتناقصة فى الفترة ] ۰۰ ۲[ 
دك (س) = ۰ عند س = ۱ 

د> (س) < ۰ فى الفترة ] -٭ء ۱[ ویکون المنحنی محدیا لأعلى فى هذه الفترة» 
د (س) > ۰ فی الفترة ] ۰۱ * [ ویکون المنحنی محدیا لاأسفل فی هذه الفترة 
النقطة (۰۱ د(۱)) أى (۰۱ ۲) نقطة انقلاب. 


کتاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتکامل 





۸٤‏ كاب الزراضیات اة د التفاضل والتكامل 

































































رسم المتحتيات ١‏ ۳۲-۳ 


۳۔ حدول التزاید والتناقص والتحدب - نقط التقاطع مع محوری الإحداثیات : (۰. ع( ۰( 6 


089 ٭ہصہ.. 
+ - + 


2ن کہ تا کی سلو ك د 


7 0ت ےت سر الحدف 5 























قيمة صغرى محلية نقطة قيمةعظمى محلية 
انقلاب 
نقط إضافیة:(-١ء‏ ۔(۔()) أى (-١ء٠)‏ (+ء د(۳)) أى (۳ء٤)‏ 
8 حاول أن تحل 
0 ارسم الشكل العام لمنحنى الدالة د حيث ص = د(س) = ۱۲ س -س۲ 


9م مثال الشكل العام لمنحنى دالة 
6 ارسم شكلاً عامًا لمنحنى الدالة د حيث ص - د(س) إذا علمت مايلى: 
-١‏ ددالة متصلة مجالها [١ء‏ ۰۷ د(۱) = ۲ ۰ د(ه) = ۶ 
() = ۰ . ۵(س) > .۰ عندما س <ه . د(س)<۰ عندما س > 9 
"> 4 (س) < ۰ عندما ۱<س < ۷ 
©> الحل 
من (۱): نرسم محورى الإحداثيات المتعامدة ‏ من (5): عند س -ه المماس // محور السینات ود متزايدة 
النقطتین (۲-۰۱)) )٤٤٤(‏ فى المجال [ ۰۱ ]. على الفترة ] ۰۱ 5[ ومتناقصة على الفترة ] ٥ء‏ ۷[ 
من (۳): المنحنی محدب لأعلى على ] ۰۱ ۷[ 












































8 حاول أن تحل 
() ارسم شكلاً عامًا لمنحنى الدالة د حيث ص - د(س) إذا علمت ما يلى : 
١‏ - دمتصلة مجالها [ ۰ء ©[ د(٤)‏ = ۳ء د(.) ١2‏ ۲ د (س) > ٠‏ عندما س ٠>‏ 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


۳ دہ (س) > ۰ عندماس < 43۰۶ (۶) = 3 د4(س) < ۰ عندما س ٤>‏ 


ىت مال حل معادلات 
(5) إذا كانت النقطة (١ء‏ ۱۲) هی نقطة انقلاب لمنحنى الدالة د حيث د(س) = اس" + ب س٢‏ فأوجد قيم | .ب 


د 


٭. النقطة (١ء‏ ۱۲) نقطة انقلاب لمنحنى د 
۰ (۱) ے ٭ )۱( < د(۱) = ۱۲ ۲2( رن ۲ 
4(س) = ۳اس + ۲ب س > (س) = ٦اس‏ + ۲ب حر 
من (۱) :۱1+ ۲ب ے٠‏ نکررن - -۳] 
من (۲) :۱ + ب = ۱۲ ,۱۲۳-۰ 2 ۱۲ ویکونا| = ۰.1 ب = ۱۸ 

1 حاول أن تحل 

2 إذا كانت النقطة (۰۲ ۲) هی نقطة انقلاب لمنحنی الدالة د حيث د(س) = س٣‏ +1 س۲ + ب س فآوجد قیم | » 
ب الحقيقية. 


چ 


تن 
2 نشاط 


استخدام الحاسبة البيانية فی رسم الدوال. 
١۔‏ افتح الحاسبة واضغط MENU‏ ثم تحرك بالاسهم على الشاشة واختر ۰68۸۴۲ 
اضغط 56 الذى يعد مفتاح الإدخال لتظهر لك نافذة الكتابة . 
۱-۲ کتب عند الافى نافذة الكتابة الدالة المراد رسمها 
حيث بست يستخدم مفتاح لكتابة 1 لمتخیر × ولذ لك 
اضغط على المفاتيح التالية : ۱ 
9 0 6000 © © © تا ۲۳ E‏ + ابداً 
۳- لرسم الدالة اضغط 8×۵ © 6×۵ < ابداً 


فتظهر النافذة الرسومية كما بالشکل المقابل. ۳ 
4- استخدم مفتاح 9 فى النافذة الرسومية لدراسة 

سلوك الدالة وتحديد فترات التحدب إلى أعلى " 

والتحدب إلى أسفل. ۱ 


تكنولوجيلا بعض الدوال یصعب رسم منحناها البيانى. يمكنك باستخدام برنامج geogebra‏ أو آی برنامج رسومى آخر 
رسم منحنى الدالة ودراسة خواصه. 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتکامل 














ERE 
٣٢٢ مر‎ 
5۹ س - صفر‎ 
)۰۰۰( د(صفر) = صفر‎ 

د(س) = ۱۲ س - س" 





0 ص (۸۶) 


(۰۲ ۲) نقطة انقلاب 
تحقق معادلة المنحنی 
۲1۶۸۲ بت 
٤‏ ت 
(س) ٣>‏ س۲+ ٢اس‏ + ب 
5 (س) = ٦س‏ ٢٢ا‏ 
. #(۲) = صفر 
۲ ۰-۱۲ 
|- -1 
- ۲+ ٢ب‏ - -1 
٢ب‏ ء۱۸ ...ب - ٩‏ 


۳ د (س) وو 0ک ٩۳۱‏ 


في بند نشاط (ص ۸۶) 


ا 


يهدف هذا النشاط إلى تدريب الطالب على استخدام الآلة 
الحاسبة البيانية فی رسم المنحنيات حتى يتحقق الطالب من 
حلول الجبرية وهذا بمثابة تأ كيد على مدى ما توصل إلية من 
حلول باستخدام التفاصل 


کتات الطالنے - الصف الثالت الٹائری ۸۸۵ 





































































































تمارين )۴٣(‏ ص ۸۵ 


إجابات التمرين: 





۳+ 
27 





س 
لاحظ: 
(١‏ النقط الحرجة: للمنحن نقط حرجة عند س = ۔ء س = ۱ 
عند س = ١‏ د(د۱) = ۰ قيمة صغرى محلية» عندس = ۱ د(۱) - ۲ قيمة عظمی محلية. 





























؟) فترات التحدب: إلى أعلى: ] -٭ء -۳۷ [۰ ]1۳۷۰۰ ۰ إلى آسفل:]-۰۳۷ .[ء ]۰۳۷ 0[ 

۳ نقطة الانقلاب: عندس = 51 يوجد مماس يقطع منحنى دء عند س ٣<‏ يوجد مماس يقطع منحنى د 

6 الشكل العام للمنحنى: منحنی الدالة يقترب بطرفيه من المستقيم ص = ۱ ويعرف بخط التقارب الأفقى 
لمعن الله راقص :اکا كما وين د شما ۶١‏ ےم 


اس | وه ا[س‌|>٭ س۱+۲ 


: 
o 








تطبيق: ارسم منحنيى الدالتين بأحد البرامج الرسومیة ثم ادرس خواص كل منهما: 


٤س‏ س - ۶س 
۰ ص(س) = 
س + ۳ س - ۶س ۳+٣‏ 





د(س) = 





2# تمارينس_م 


]-٭ [١۰‏ التحدب لأعلى 


9 

9 
]۱ [ التحدب لأسفل ء ( ١ء )١1-‏ نقطة انقلاب کٹ ھ0 

9 

9 


() يبين الشكل المقابل منحنى الدالة د حيث ص = د(س)» اكمل: 


[۲٢٢ -]‏ التحدب لأسفل » ] ۰۰۲ [ التحدب لأعلیء 6.7 (س) - عا ہے 


8 4(س) > ۰ عندماس 5 09 


۲ 5 
o0-[‏ « [ التحدب لاسفل ء المنحنى محدب لأعلى عندما س 3 موسر 
و ۱ E‏ 0 
۰[ التحدب لأعلى 
34 1 تب 
FU‏ ۰ ۳ 









































١ 











ابحث فترات تحدب الدالة د ثم أوجد إحداثيات نقط الانقلاب ( إن وجدت) لكل ممايأتى: 












١‏ ¢ 00 | التحدت لاسفل 0D‏ د (س) = ٤‏ -٦س‏ - ٣س۲‏ 7 کے س اسان 
۲ ۱ (ك) د(س) = ١١س ٦+‏ س۲-س۲ (0) د(س) = س*-۸س۲ +۱1 
و دی سس 09 
س۱٣۳۴‏ س - 


TE‏ لہ ۷۲ .دز 
ےم سج جک 


[نقط انقلاب] 


[ء ] 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


4 50 ا ےھ ی 


(س ۲ -۶) ۳ 
س =± ۲ تجعل د#(س) = غير معرفة 
مناطق التحدب لأسفل :]-0 -۲ [۰ ]27 © [ > 
مناطق التحدب إلى آعلی : ۲۰۲-۲ [ 
لاتوجد نقط انقلاب 90 (س) < ۳ س۲ -۱۲س +۹ 
س 3 ([۰۱ ۳) عند 4(س) ٠-‏ 


82 4(س) = غير معرفة عند س = صفر 7 
۵ 


د متصلة عند س = ۰ 


7 توجد نقطة حرجة 


س) = اس - ۱۲ 
د ۔٦‏ < ۰ توجد قيمة عظمی محلية 


٦)۵‏ > ۰ توجد قيمة صغری محلية 


د#(س) ‏ اس س .۰ 
ضس کک ر0 ساد 
س = صفر تجعل #5(س) = ٠‏ ۰ عند س - ٢‏ توجد نقطة انقلاب 


التحدب لاعلی فی: ]-٭ہ ٠‏ [» ]۰۰ [ من سے رت 
: 7سن تلط 0ك 
لاتوجد نقط إنقلاب ۱ 
= الاحداث ١‏ سین لنقطة الانقلات. 
9 4(س) ۔ س لدم : 
(۱- س۲)۲ 
٢س‏ (س ۲ + ۲) 
(۱- س ۳)۲ 


س = ۰ تجعل 4 (س) = ۰ 


د#(س) = 


۸٦‏ كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 





















































سلوك الدالة ورسم المنحنيات 


(© س - (س - ۲)۲ عندماس ٤<‏ هس - س۲- ۲س عندما س ٠<‏ 

٠> -س ۲ عندما س‎ س٤‎ ٤> س عندما س‎ - ٠ 
7 أثبت أن قياس زاوية ميل المماس عند نقطة الانقلاب لمنحنى الدالة د حيث د(س) = ب يساوى‎ 0 
إذا کان لمنحنی الدالة د حيث د(س) = س ( س -۳) قيمة عظمى محلية عند س, » وقيمة صغرى محلية عند‎ 9 

س, فأثبت أن الإحداثى السينى لنقطة الانقلاب - ١۳‏ 

9 آوجد | ء ب بحيث يكون للمنحنى س٢‏ ص + | ص + ب س" = ۰ نقطة انقلاب عند النقطة (۰۱ -۱). 
ارسم الشكل العام لمنحنى الدالة المتصلة د الذى له الخواص المعطاة فى كل مما يأتى: 
٤ = )۰( 92‏ د(۳) = 4۰۶ (س) < ۰ لكل س < 5.5 (س) > ۰ لكل س > ۵۰۲ (س) > ٠‏ 
68 د(۱) = د(ه) = ۵۰۰ (س) < ٠‏ لكل س < ۵۰۳ (س) > ٠‏ لكل س > 29۰۳ (س) < ۰ لكل س 76 ۲ 
69 د(-١)‏ - ؟ د(ہ)-٤ء‏ د(۱) = ۰۰ 4()-4() ۰۱ 45 (س) < ٠‏ لكل س < ۰۰ 4 (س) > ٠‏ لكل س ٠>‏ 
69 د(۳) = ٤ء‏ عند س <۳ فان 4(س) > ۰۰ 45 (س) > ۰ وعند س > ۳ فان 4(س) < ۰۰ 45 (س) > . 


ادرس تغيرات الدالة د وارسم الشكل العام لمنحناها فى كل مما يأتى: 


0 د(س) = ۳-س" 


9 د(س) = س۲-س +۲ 
۷ د(س) = -س (س -۲)۳ 
69 د(س) ‏ + (س )٤+‏ (س - ۲6۲ 


؟- ٣س٢‏ عندماس ٠>‏ 
)| - ۰ * 9 د(س) = س |س |٤-‏ 


س۲ - ۲س عندماس < ۰ 


کتاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتکامل 








رسم المتحتيات ۳-۳ 


5 م 
9 ص - نت گال 


س ۲ 7 | 
⁄ - ٢ب‏ س (۱-۰۱) 3 للم ۰ 
(س ۲ + ۲۱ 


کا ےھ بوضع )2 صفر 
ار آے 2٣‏ ب ٤>‏ 


من (۱۳) إلى )١1(‏ رسم منحنيات راجع مثال )٥(‏ ص (۸۱) 


١ 
)٦+ س٣(‎ )۲- (س) = (س‎ 9 
٠- بوضع 45 (س)‎ 
۲- = ...س - ۲ أو س‎ 
[۲ ].[۲- . -] وتزايدية فی‎ 
[۲۰۲ ] وتناقصية فی‎ 


د#(س) = س 

س د ۰ تجعل د#(س) ۰ 
التحدب لأعلى في ]-* . ٠‏ [ 
التحدب لأسفل فی ] ۰۰۰ [ 
(-۶۰۲) عظمی ء (۰۰۲) صغری 
(۰۰ ۲) نقطة انقلاف. 


(3۵) 4 (س) = غير معرفة عند س = ٠‏ 
وتناقصية في ]-٭ ۰ ۰ [0] 1۲۰۰ 
وتزايدية فی ] ۰۲ © [. 
مناطق التحدب 
التحدب لاعلی فى ]۱۰۰ [ 
التحدب لأسفل في] 0۰۰۱ ] -©, [٠‏ 
(۱» -۲) نقطة الإنقلاب» ( ۰ ۰) نقطة انقلاب 
(۶-۰۲) صغری محلية 
لا توجد قيم عظمی محلية للدالة 


كناي الطالنے الصف لالت الٹائری ۸۷ 











يعتمد هذا الدرس اتقان الطالب لمفهوم المشتقة الأولى والثانية 
للدالة لحل مسائل حياتية تحتاج إلى معرفة القيم العظمى 
والصغری. ومعظم هذه المسائل تحتاج إلى ممذجة رياضية في 
تحويل المسائل الحياتية إلى مسائل رياضية. 

مخرجات تعلم الدرس 

في نهاية هذا الدرس وتنفیذ الأنشطة فيه من المتوقع أن یکون 
الطالب قادرًا على آن: 

ينمذج مسائل حياتية ولفظية إلى مسائل رياضية . 


مفردات آساسیة: 





نمذجة رياضية 


الموان التخلیمیة المستخدمة 
السبورة التعليمية - طباشیر ملون - آلة حاسبة علمية - برامح 





رسومية للحاسوب. 


مکان التدریس: 


الفصل الدراسی 





مصادر ۱ لتعلم 


کتاب الطالب من ص (۸۵) إلى ص .)٩۱(‏ 


ناقش مع طلابك مفهوم النمذجة الرياضية وکیف تستخدم في 
فو ای رھ اس او ای و متری 


أخطاء شائعة: 

اشر إلى طلابك مفهوم الممذجة المسائل الحياتية إلى مسائل 
رياضية اتباع ما ياتي: 

-١‏ قراءة المسألة بدقة وتفهم مضمونها 


۸۸ 















-۳ 


النمذجة الرياضية 
او ا ار مد و 
۱ تحديد المشكلة (الهدف والإمكانات). 

٢۔‏ وضع نموذج فكرى أو تصور لأبعاد المشكلة. 


4- حل سنج واتخا اقرار ہے 
والنمذجة الرياضية هى صياغة EB‏ 
مشكلة ما وفق علاقات رياضية يطلق 2 

میدس 
علیها النموذح الریاضیء ویتلخص ۱ / ۱ 
فی المخطط المقابل حیث یتضمن : 
۱- تحدید المشکلة المطروحة غایتها ۳ 
نات أعظم - تكلفة أقل - ١‏ 
0 رک 
مساحة آکبر ...) 

۲- تحدید مجاهيل المسألة التى يجب إيجاد قیمھا للوصول إلى الغاية المطلوبة. 

۳- بیان العلاقات بين المجاهيل ( معادلات - متباينات). 

>٤‏ صياغة النموذج الریاضی وهو تمثيل للمشكلة بصورة رياضية قابلة للحل. 

- حل النموذج الریاضی وتفسیر نتائجه وفق طبيعة المسألة . 

٦‏ تحدید البدائل المتاحة إذا کان للمسألة أكثر من حل واحد. 

ویسهم حساب التفاضل فى حل النموذج الریاضی لمعظم مشکلات الحياة العملية 

حين یکون الهدف هو الحصول على أ كبر قيمة أو أصغر قيمة لمتغير ما فى إطار 

القيم القصوی المحلية والقيم القصوی المطلقة كما فى الأمثلة التالية. 

مق ساد اختبار المشتقة الأولى 

)١(‏ أوجد بعدى مستطيل له أكبر مساحة يمكن رسمه داخل مثلث طول قاعدته 
٦اسم‏ وارتفاعه ۱۲سم بحيث ينطبق بأحد أضلاعه على قاعدة المثلث وتقع 
رأسا الضلع المقابل على الضلعین الآخرین للمثلث. 

© الحل 

١۔‏ لحساب أكبر مساحة نرسم المسألة تبعًا للمعطيات والقيود . 

۲- تحديد المتغيرات (المجاهيل) بفرض أن عرض المستطيل = س سم وطوله ص 
جروا ا 





صياغة النموذج الرياضي 















Mathematical Modeling 





۹۵ الأدوات المستخدمة . . 


< آلة حاسبة علمية 





2 برامج رسومية 


اب لب الصف الا التو 
تحديد المتغيرات و وضع رموز لهاء ورسم شكل لبيان ذلك 
(إن امكن). 

تحديد المتغير المطلوب إيجاد قيمتة العظمى أو الصغرى 
وكتابة الصيغة التى تربط هذا المتغير بالمتغيرات الأخری. 
استخدام المعلومات المعطاة في المسألة لاختصار 
المتغیرات لمتغیر واحد مستقل فقطء ومن ثم التعبیر عن 
قيمة المتغیر المطلوب بمعادلة تربطه بالمتغیر المستقل 
الوحید ولیکن س. 


إذا كانت مجموعة القيم المحتملة فترة مغلقة نبحث عن 


القیم الصغری المحلية أو العظمی المحلية عند النقاط 
الحرجة والقیم القصوى المطلقة عند أطراف الفترة. 


إذا كانت مجموعة القيم المحتملة فترة مفتوحة نبحث عن 


النقاط الحرجة ونستخدم احد اختيارات المشتقة الأولى أو 
القانية للتا کد ما ٹول اليه القيمة المطلو بة. 


كاب الرياضيات اة د التفاضل والتكامل 















۳- العلاقات بين المتغیرات (النموذج الریاضی) 
مساحة ١‏ 2 لمستطيا 0 = س × ص 

>٤‏ وضع النموذج الرياضى فى متغير واحد إن أمكن 
ص 3 


5 _ ۱۳-س 09 

5 آب ۴٠‏ (من التشابه) 
٠:‏ ص = م (۱۲-س) 

مساحة المستطيل م = چ س (۱۲-س) 


3 
م = د(س) = ١۱س‏ - م س؟ 


أى إن: 
6- حل النموذج الرياضى: باشتقاق طرفی العلاقة (7) بالنسبة إلى س 
٥ 2‏ (س) = 2-۱7 س 3 د (س) = - 2 


٦ 5‏ ھ8 557 
.. س سے ۶ = ٦‏ ويكون عندها ۸ (س) ٠<‏ 


.”. للدالة د نهاية عظمى محلية عند س = ٦ء‏ ص =4 (۱۲-) = ۸ 
آی إن: للمستطیل أ كبر مساحة عندما یکون بعداه "سم ۸سم 
لھا حاول أن تحل 
(1) آوجد أكبر مساحة لمثلث متساوی ساقین یمکن رسمه داخل دائرة طول نصف قطرها ۱۲سم. 


فق مثل حساب أقل تكلفة 
3 ع8 ۶ 

() يراد بناء صومعة حبوب على شكل أسطوانة رأسية ذات سقف نصف کروی بحيث تتسع لتخزين ١٠72م"‏ من 
الحبوب (بفرض أن تخزين الحبوب يتم فى الجزء الأسطوانى فقط دون السقف» إذا كانت تكلفة وحدة 
المساحة من السقف ضعف تكلفة وحدة المساحة من الجدار الجانبى. ما أبعاد الصومعة التى تجعل التكلفة 
أقل ما يمكن؟ 

© الحل 

۱د لحساب أقل تکلفة نرسم المسألة تبعًا للمعطیات والقيود. 


۲- تحدید المتغیرات: نفرض أن ارتفاع الأسطوانة = ع مترّاء طول نصف قطر 


قاعدتھا = س مترا وأن تكلفة وحدة المساحة من الجدار = ج جنيهًا فتکون 
تكلفة وحدة المساحة من السقف = ۲ ج جنيهًا والتكاليف الكلية = ك جنيهًا. 


عند هه (س) = ٠‏ 


۳- العلاقات بين المتغيرات (النمذجة): 
مساحة السطح الأسطوانى = محيط القاعدة × الارتفاع = 1۲س ع وحدة مساحة 
مساحة السطح النصف كرى = ج مساحة الكرة = 71۲س" وحدة مساحة 
التکالیف الكلية ك = ۲٢76ی‏ ع × ج + 71س" ٢ج‏ = 77۲س ج (ع + ۲س) 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


تطبيقات على القيم العظمى والصغرى ۰ ٠"‏ - 4 
٠.‏ حجم الجزء الأسطوانى = 77۱۰۸ .< ET‏ = 7۱۰۸ 
التكاليف الكلية ك = 1۲س ج (كنم + ۲سی) 
ك = دزس) = ۲۱۳ 7ج س۱ + 7ج ی؟ 


۰۸ 


ی؟ 


۵۔ حل النموذج: د (س) = - ۲۱١‏ 1ج س + 7۸ج س 
النقط الحرجة = عند 4(ی) ا س٣‏ 
اختبار المشتقة الثانية: 

> )۳(۸ ۰۰ د (س) = 71۲۲ جس 5 + 7۸ج‎ ٠: 
أى إن: عندما یکون طول نصف قطر الأسطوانة الرأسية ۳ أمتار یکون للصومعة آقل تکالیف» ویکون‎ 


۳ ی ۰۸ 7 
ارتفاعها عندئذ عب = ۱۲مترا. 


۲٦ 
۸ 


أى إن س ۔ ۳ 


28 حاول أن تحل 

(۲) خزان على شكل صندوق مغلق سعته ۲۵۲ مترًا مکعبّاء وقاعدته مربعة. يراد طلاؤه من الداخل بمادة عازلق 
يتكلف القاع ٠١‏ جنيهًا لكل متر مربع؛ ويتكلف الغطاء ۲۰ جنيهًا لكل متر مربعء كما يتكلف الجوانب ۳۰ 
جنيهًا لكل متر مربع» أوجد آبعاد الصندوق التی تجعل التكلفة أقل ما يمكن. 


لق مثال القيم العظمى المطلقة 

)٣(‏ تبيع إحدى الشركات س من الوحدات أسبوعيًا من إحدى السلع لها تكلفة ثابتة ۲٥٥٢‏ جنيه وتکالیف متغيرة 
٠۹‏ سء إذا كانت دالة الطلب لهذه السلعة هی ۱,۵ - ٠,۰۰۰۰۲‏ س ولا تسمح طاقة الشركة بب اکر من 
۰ وحدة اسبوعياء فأوجد أقصى ربح ممكن. 

© الحل 
مطلوب أقصى ربح ممكن عند بيع س وحدة حيث ۰ < س 
نمذجة المشكلة: 
دالة الدخل - عدد الوحدات × دالة الطلب 
دالة التكلفة - التكاليف الثابتة + التكاليف المتغيرة 
دالة الربح م(س) = د(س) - ك(س) 
ص(س) = - ۰,۰۰۰۰۲ س + اراس ۔ 
حل النموذج ے٣‏ (س) = ٠٤‏ 
عند النقط الحرجة م (س) 
اختبار المشتقة الثانیة 4 (س) = ٠,٠٠٠٠٤‏ 


۲٢ چ‎ 

.٠.‏ د(س) = س (۱,۵- ۰۰۰۰۰۲ س) 
.۰ (س) 
عند بیع س وحدة 
)۱( 


۰ ۰ سن 


۳۵۰۰ 
دودس + اوہ 

۱ 5 اوت 
یج 733 


0 ہم (۱۵۰۰۰) < ۰ 


١.٠.٠ 


حيث إن المشتقة الثانية سالبة فان بيع ٠٠٠٠١‏ وحدة أسبوعيًا یحقق أقصى ربح 
بالتعويض فى )١(‏ حيث س = ۰ وحدة 
و أقصى ربح أسبوعى = ۲۰۰۰ جليه 


(قيمة عظمی محلية عند س = ۱۵۰۰۰) 


کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوی 








تطبيقات على القيم العظمى والصغرى * 5 





التقييم المستمر (الحوار والمناقشة) 


حلول: حاول أن تحل 
A ©‏ اب ج متساوى الساقين أب = اج 


۰ او ف هعب ی «<و جح 





ص" -(۱۳۲+س)(۲-س) 


ص" - ۱2۶ - س" 
مساحة ۸ اب جم = × ۲ ص × (۱۲+س) 


- سس 


بت( ۱۲+س) +۱ ۱۶۶-س" 
۸ ۶-س" 


ی عس 1-1 ۱ صا 


پا هس ۲ 


١464 س‎ ١١ -؟س٢-‎ 


صفر 
ہے س 2< | .. ص د كما ۳ 
۱۸-۶ ب ۷۱-۶ ۲ 

۲ 
.٠.‏ اكبر مساحة -- ×۱۲ ۳ ×۱۸ 

< ۱۷۱۰۸ ۳ سم 
لاحظ أن : 

5 

7 0 ادك 
72 ىق ( دب اج ) 1۰ 
| كير مساحة لمثلت متساوی الساقین یمکن رسمه داخل دائرة 
هو مثلث متساوی الاضلاع ابعاده ۱۲ ۷ ۳ 
7 امو ازی ااا من الاکن من ص ص 
سعة الصندوق = س" ص = ۲۰۲ 


YoY 


.× ب أو) - ۳۰ 





گل سآ 


المساحة الكلية ٤=‏ س ص + س"+ س" 
التكلفة الكلية = ٣٤٠٣‏ س ص + ١ه‏ س۲۰+۲ س" 


سن 
ث 2 ٢‏ س ED‏ 
— 7۱۲۰ ۲۵۲ ( ا یں 
س 
١”.‏ كا YoY‏ 
نكا .<< 7 ٣٦‏ س 
س 


عند النقط ت (س) = صفر 
شین ۲۱ س = 1 
ص = ۷ 


ابعاد الصندوق التى تجعل التكلفة صفر مایمکن ھی ۹ء ۷ سم 


کقای الطالے - الصف تالک الٹائری 


۸۹ 





































تفكير ناقد ص (۹۰) 

الإيراد الحدى > التكلفة الحدية عند مستوى الانتاج 
حاول أن تحل (۳) 

دالة الدخل = س ص = ٠٠١‏ س - ۰,۰۲س۲ 

دالة الربح = دالة الدخل - دالة التكاليف الكلية 


لاحظ آن: الشركة يمكنها إنتاج ۲۰۰۰۰ وحدة أسبوعيًا بالتعویض فى (۱) 

۰ ریح ۲۰۰۰۰ وحدة = ۰ جنيهًا 
7 آقصی ربح أسبوعى = ۲۰۰۰ جنیه (قیمة عظمی مطلقة ٠‏ < س < ۲۰۰۰) 

تفكيرناقد: ما العلاقة بین الإيراد الحدى والتكلفة الحدية عند مستوى الناتج الذى يحقق أكبر ربح ممکن؟ 

38 حاول أن تحل 

© إذا كانت دالة الطلب لإحدى السلع تُعطى بالعلاقة ص = ۱۰۰ - ۰,۰۲ س جنيهًا حيث س, عدد الوحدات 
المنتجة من هذه السلعة فى اليوم الواحد. وكانت التكاليف الكلية لإنتاج وبيع س وحدة منها ھی 
د(س) - ٤٠‏ س + ۱۵۰۰۰ جنيه فى اليوم الواحد ء فكم عدد الوحدات المبيعة يوميًا لتحقيق أكبر ربح ممكن؟ 

(ك) جدار ارتفاعه ۲ متر ویبعد مترين عن أحد المنازلء أوجد طول آقصر سلم يصل من الأرض إلى المنزل مرتكرًا 
على الجدار. 

© الحل 

-١‏ لحساب أقصر طول للسلم نرسم المسألة تبعًا للمعطیات والقيود. 

- تحدید المتغيرات: نفرض أن: 
طول السلم = ل مترّاء ارتفاع قمة السلم عن الأرض = ص مترّاء بعد طرف السلم السفلی عن الجدار = س مترًا. 





ر(س) ٠٠١-‏ س -۰,۰۲ س۶۰-۲ س ۱۵۰۰۰ 
ر(س) = ۶-۱۰۰ ,۰ س -۶۰ 

















عند رد لنقطة الحرحة 4 (س) سے ٭ ٣۔‏ نمذجة المسألة: 
و بی حر ۱ ہیں )۱( 
س = ۱۵۰۰ وحدة من التشابه: گا - س 
7 ے لد ے ۲+ ۽ سا )۲( 
عدد الوحدات المسبعة یوما لتحقية ۱ ی سے مم 1 ۳ ھی هوه 0 \ لإيجاد أقصر طول للسلم یکفی أن تكون ل" قيمة صغرى 
-٤‏ حل النموذج باشتقاق طرفى العلاقة (١)ء‏ (۲) بالنسبة إلى س. 
5 با ی ہے 5 5 3 
وحدہ و ےب یہت 0 ۱ 
كول" = ٢‏ (س + ۳)۴( س × سے - ۲(س + 1(0- كي 
حاول ان تحل (۶ ۸۹ س 
ول ل ) ) ص ۱ ۳ عند النقط الحرجة: ك (ل") = صفر ۲ 0 
5 7 | 7 تت رم 
۱ 5 و ۳ 2 ۰ س = -۲ مرفوض او e‏ 1 ۶ و س 
ميل لت المستقیم ها ۳ ۲ ہہ س ص ا ع ۲ 
نا 


5 ف وف ريع 5 5 ا و کے 
من اختبار المشتقة الاولی للتزاید والتناقص نلاحظ و بن جھ (ل٢)‏ من - إلى + 
.. عند س = ۲ تکون ل" أصغر ما یمکن 


_ +X 


بالتعويض فی (۲) .. ص = ۳ 


کتاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتکامل 


م المثلث المذكور = ب | 





بے : 1 و 
مادا لمستقیم - دا .ب 1١‏ . ۱ 
س ب 
النقطة (۳ ۲) تنتمى للمستقيم 


ا ۱ حاول أن تحل )٦(‏ 
ہ۔ ۳ مر - ۲ 5 

۳ 270 ۶ دهع [ ۳۳۳27۳0۳ 
مد ۳ مساحة القطاع =+ ل س 


قمے_ ۴ ال ۱ 
: پا ادا م -- (۲-۱۲ س) ءا = دس" 
0 020 لا ۱ ۲ 


ء- ۲+۱۲ -صفر عند النقطة الحرجة أ - صفر 
وت 


٤۔ ٢|‏ - صفر أ-. مرفوض 


أو : | - > ۱ + 
ا ہی وج اله 
۱ ۱ 1 ۰ قاس زاو نة القطاء الد المساحة ا ما : 
م ۸۵ المذكور = 7 ٤×‏ 21 ۱۲ وحدةمربعة اس رر : 4 ى يجعل كبر يمكن 
۰ مقع ا - ا 5۲ 
حاول أن تحل )٥(‏ ص ٩۰‏ ہی ۲ 
ض ے یہ یں 3ر٠‏ سن؟ 
وس = ۲۰۰۰۰۵۰۲ س 
و ص 
س - ۲۰۰ 


تعداد المجتمع - ۲۰ 


۹۰ كاب الرياضيات اة د التفاضل والتكامل 




















تطبيقات على القيم العظمی والصفری ۰ ٤-١‏ 


بالتعويض فى (۱) 
کل (۲+۲٢)۲+ع)٢۔‏ ۳۲ “ال |٢٢ ٤<‏ 
أى إن: طول آقصر سلم يصل من الأرض إلى المنزل يساوى ٤‏ ۲۷ مترّا 
3 حاول أن تحل 
() فی مستوی إحداثى متعامد رسم اب يمر بالنقطة ج (۲۰۳) و یقطع محوری الاحدائیات فی النقطة | والنقطة 
ب . آثبت أن أصغر مساحة للمثلث أ و ب تساوی ۱۲ وحدة مربعة حيث و نقطة الأصل ٠٠(‏ ۰). 


9م مثل مزارع الأسماك 
(۵) یقوم مربی آسماك بوضم السمك فی آحواض مائية ذات مساحة معینةء 
كلما زاد ما يضعه من أسماك يزيد التنافس على الغذاء المتاح مما يببطئ من 
معدل زيادة وزن السمك فاذا کان متوسط زيادة وزن السمکة الواحدة 
(بالجرام) يُعطى خلال موسم واحد بالعلاقة و = ۳۰-۷۲۰ س حيث س 
عدد الأسماك فی وحدة مساحة من الماءء آوجد قيمة س التی تؤدی إلى أكبر زيادة ممكنة فی وزن السمك. 
© الحل 
نمذجة المسألة: 
.۰ الزيادة فى وزن كل سمكة هی و = ۷۲۰- ٣٠س‏ ء عدد الأسماك س 
.”. الزيادة الكلية فى الوزن ك = و×س = س (۲۰-۷۲۰ س) 
أى إن: ك = د(س) = ٢٢۷س‏ - ٣٣س‏ 
المطلوب قيمة س عندما ك أكبر ما یمکن أى للدالة د قيمة عظمى. 
حل النموذج: 
4 (س) = 1۰-۷۲۰ س دك (س) - 
س < شا > ۱۷ و4 (س) < ۰ 
.. وجود ۱۲ سمكة فی کل وحدة مساحة من الماء يؤدى إلى آ كبر زيادة ممکنة فی وزن السمك. 
3 حاول أن تحل 
(0) یعطی معدل النمو ص لمجتمع ما تعداده س بالعلاقة ص = ۰,۲ س -۰,۰۰۰۵ س" » حیث يُقاس الزمن بالأيام. 
کم تعداد المجتمع الذى یکون معدل النمو عنده قيمة عظمی؟ وما المعدل الیومی للنمو حینئذ؟ 
لق مثال القطاع الداثری 
)٦(‏ قطعة معدنية على شکل قطاع داثری مساحته ۱سم" آوجد طول نصف قطر دائرة القطاع الذی یجعل محیطه 
کی و 0 جم 5 
بفرض أن طول قوس القطاع ل سم ء طول نصف قطر دائرة القطاع = س سم 
.“. محيط القطاع ع = ۲ ی+ل )۱( 


-۰ < ۰ وَاتِھا 


٠ = عندما4(س)‎ 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


١١ = مساحة القطاع = الس‎ ٠.٠ 
بالتعویض فى (۱) .". و ئن + کے‎ 
باشتقاق طرفى العلاقة (۲) بالنسبة إلى س‎ 


للق اي اق 
و می ىو" و س۲ 
وني کک ےب 

و یه 


+ عند ی = ٤‏ يكون محيط القطاع أقل ما یمکن 
٠.‏ مساحة القطاع - ی ٩0۵۲‏ ره 60د 


۲x17 


3۳ = 7 


63 حاول أن تحل 
2 إذا کان محيط قطاع دائری = ۲١سم»‏ أوجد قياس زاو ية القطاع الذی يجعل مساحته أ كبر ما يمكن. 


ڑا مان٣٤‏ € 


() عددان مجموعهما ۳۰ وحاصل ضربھما أ كبر ما يمكنء أوجد العددين. 


العددين. 


2 أوجد العدد الموجب الذى إذا أضيف إليه معكوسه الضربى كان الناتج أصغر ما يمكن. 

© أوجد أكبر مساحة من الأرض مستطیلة الشكل يمكن أن تحاط بسياج طوله ۰ متا 

(0) قطاع دائرى محيطه ۲۰سم. ومساحته أ كبر ما یمکن أوجد طول نصف قطر دائرته. 

2 علبة على هيئة متوازى مستطيلات» قاعدتها مربعة الشکل . إذا کان مجموع جمیع أحرفها يساوى سم 
فأوجد أبعادها حتى يصير حجمها أكبر ما يمكن. 

0 إذا كان طول وتر مثلث قائم الزاوية يساوى ١٠سمء‏ فأوجد طول كل من ضلعی القائمة عندما تصبح مساحة 
المثلث أكبر ما يمكن. 


0 حقل مفتوح یحده من أحد الجوانب نهر مستقيم . حدد كيفية وضع سياج حول الجوانب الأخرى من قطعة 
أرض مستطیلة من الحقل للإحاطة بأ كبر مساحة ممكنة بواسطة ۸۰۰ متر من السياج» وما مساحة هذه الأرض 


حنتد؟ 


(6) تُصَنْع علب أسطوانية الشکل مغلقة لتعبئة المشروبات سعة كل منهما ك من وحدات الحجم بأقل قدر من 
المادة » آوجد نسبة ارتفاع العلبة (ع) إلى طول نصف قطر قاعدتها (ی). 


کاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتکامل 








تطبيقات على القيم العظمى والصغرى * 5 


تمارين (۲ - ۶) ص ٩۲‏ 


9 


0 


العددان س ء ۲۰ - س 
حاصل ضربهما ص 

.. ص = ۲۰ س - س۲ 

ص = ۲-۲۰ س.'. ص” ٠-‏ 


س = ١6‏ 
العددان هما ۰۱۵ ۱۵ 











۱ 
ساب وا 
سس 
وض رض 
ا کے : و 
س" ىوس و س 
و من ھ٢‏ أى أن: س ١‏ أو س ١--‏ 


۰ العدد الموجب هو الواحد 

ابعاد المستطيل هی س ء ص سن 

س + ص 2 ۲۰ ص ص 
باج اسيم رص لف 

انی 

م ۳۰ س سح س" 

ے۲۰ - س 


و س 
س = ۳۰ و ص = "٠١‏ 


ابعاد المستطيل هی ٣٠ء‏ ۲۰ 
محيط القطاع ۲ س + ل = "١‏ 


ماء 


م الحقل = س × ص كني 
ج( ص مص ص 


ے بہر ےی وت و ۲۰۰ هم 
س + ۰۰ ے۸۰۰ 
س = ۶۰۰ متر 


مساحة الارض ع ++ ۲۰۰ - ۸۰۰۰۰ متر ۲ 


کتاب الطالب - الصف الثالت الخانوی ۹۱ 












© ك - 7 س ۲ ع 
المساحة الكلية للاسطوانة تمثل كمية المادة م 








م = 77۲ 
۲ ك 
م - ۲ 7 هس ' + ۲ 71س » ۲ 
7 
س٤ج‏ یس ك 
ىو 
2-7 5 21 
ہے as‏ 
وی 8 ۲ 
عء 77 ۲-۲ بے 
7 ا 
سی 
ع 77 ,۲ - 2۲ - . 


ع 7 ی؟ -7۲ ع - صفر 
1 = 





٦‏ وع راي سس 
ص" = ٣٠س‏ - س" 


2 اس 





تطبيقات على القيم العظمی والصفری ۰ ٤-١‏ 


6 ملعب على شكل مستطيل ينتهى بنصفی دائرتین» إذا کان محيط الملعب ٣٢٤٤‏ مترّاء فأوجد أكبر مساحة له. 

9 مثلث قائم الزاوية طول وتره ۲۰سم » أوجد طول كل من ضاعيه الآخرين إذا كان طول العمود النازل من رس 
الزاویة القائمة على الوتر أكبر ما يمكن. 

9) إذا كانت د دالة الایراد الكلى » ك دالة التكلفة الکلیة احسب أكبر ربح ممكن لكل مما يأتى: 
رل د(س) - ٠‏ س - ۷س ۵ك(س) ۳ ۲س؟-سص۲۱+ ۸۰ س +۱۵۰ 
(ب) د(س) 5 ۰ س - لاسأ ك(س) 2 ۶ س +۲۲۰ 

9 إذا كانت دالة الطلب لمنتج أحد المصانع تعطی بالعلاقة ص - ۰,۱-۰ س جنیهاء حيث س عدد الوحدات 
المنتجة أسبوعيًاء وکانت التکالیف الكلية الأسبوعية لبیع س وحدة منها هی (س) = ۰ س +۲۰۰۰ جنيه 
آوجد الانتاج الأسبوعى الذی يحقق آکبر ربح ممکن, وما قيمة هذا الربح؟ 

9) قطعة من الورق المقوى على شكل مستطیلء بعداه ١١سم‏ » 4؟سمء قُطعٌ من أركانها الأربعة مربعات متطابقة 
طول ضلع كل منها س سم» ثم تنيت الأجزاء البارزة لأعلى لتكون علبة بدون غطاء . احسب أبعاد العلبة عندما 
يكون لها أكبر حجم ممكن. 
الداخل بطبقة منتظمة عازلة تكون أقل ما يمكن إذا كان عمقه يساوى نصف طول ضلع قاعدته. 

9 أوجد أقرب نقطة إلى النقطة (۰۰ ۰) وتقع على المنحنى ص = + س٢ .٤-‏ 

9 أوجد أقصر بعد بين المستقيم س - ٢ص‏ + ٠١‏ ج ٠‏ والمنحنى ص" > ٤س‏ . 

9 اب ج مثلث حیث اٴء به ثابتان . أوجد قباس الزاوية المحصورة بينهما والتى تجعل مساحة المثلث أكبر ما 
یکن 

تعطى شدة التيار ت (بالأمبير) فى دائرة للتیار المتردد عند أى لحظة ن (ثانية) بالعلاقة ت = ۲ جتا ن +۲ جا نء 
ما أقصى قيمة للتيار فى هذه الدائرة. 

5 5 کی 2 2 کت ہر 

© ينمو حجم مزرعة بكتيريا موضوعة فى وسط غذائى طبقًا للعلاقة د(ن) = +0٠١‏ سس حيث الزمن ن 
مقيس بالساعات ‏ عين القيمة العظمى لحجم المزرعة. 

9 اب ج و مربع طول ضلعه ۱۰سم »م 3 ب ج بحيث بام = س سم ن3 جڪ بحيث جن = 
أوجد قيمة س التى تجعل مساحة ۸ أم ن أصغر ما يمكن. 

60 اب قطر فى دائرة طول نصف قطرها س زسم مماسان للداثرة عند كل من|ء ب من النقطة ه على الدائرة 

رسم مماس آخر للدائرة قطع المماسين السابقين من ی ء ج على الترتیب . أثبت أن مساحة شبه المنحرف 

أب جو لا تزيد عن ۲س" وحدة مربعة. 


۳ 


كتاب الطالب - الصف الثالث الٹاتوی 


7 لا العلية 19د ان ع تک سس 











ر ي 1سن هن ج ۱ 
ص/- + ۲۱۷ س -س؟) × ( ۳۰ - ۲س ) حجم العلبة ص =( ١5١‏ - ۲س ) (۲۶ - ۲س ) س 
.٠.‏ س ٠١‏ عند النقطة الحرجة ص = ۱۲ س۲ - ١٥١س‏ + ۲۶۱۵ 
ص" = ۱۵۱۵ = ۲۲۵ ‫.٠‏ ص = ۱۵ ص4- صفر 5 سن ٣سش‏ 
اب د ۱۷۱۵ ۲ ح٢۲"‏ 7 س = ۱۰ مرفوضص ہت ی 
5 
س = ٣‏ ۱ 
الربح - د(س) - ك (س) 
9 الربح E‏ ابعاد العلبة ٩‏ ۳۱۸ 5 


ر(س) = - ٦س"‏ - ۲س" + ۷۲۰ س - ١6١‏ 


۱ 1 جب برض 
رإ(س) = -۱۲ س -٦س‏ + ۱۷۲۸ 
= س ۲ ء | ثمن متر الطلا 
٤‏ الا 2" 2 5 


7277 تکالیف الطلاء = ( دهان المساحة الكلية ۳۹ 


اکبر ربح ر(س) =-71 × ۲-۱۰۰ × ۱۰۰۰ ۱۵۰-۱۰۷۲۰ تخ (س۲+ ۶ س ص | حيث أ ثابت 


٤٤٤ =‏ جنيها ۱ ح 
ت = ا( س ٤٤س‏ × ) 
9 دالة الربح ر(س)= دالة الدخل - دالة التکالیف 














۱ 
ر(ر) = س ( ۲۰۰ - ۰,۱ س)-( ٥۰‏ س +۲۰۰) ت = ا( س۲+ ( وأ افا 
ے .۲8 سے میں ا دد و ٤‏ 
3 3 - | (۲ ہے ( کی اش ع رت ۰ 
: و س س سس ص 0 
ر(س) < ۰,۲-۱۵۰ س ۰ ر(س) - ٠‏ 
س - ۷۵۰ س٢٢‏ ح 7 س اس ض 


قيمة الربح = ٥٤٥٥٥‏ جنیها سنك اض 


۹۲ كاب الزراضیات اة د التفاضل والتكامل 


تمارين عامة Û‏ 


اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 
( إذا كان د: ۲ ]٤‏ حع »د(س) = س٣‏ -٣س‏ فان عدد النقط الحرجة للدالة د يساوى: 

10 . ب۱ (ج) ۲ (د) ۳ 
© يكون للدالة د قيمة صغرى محلية إذا كانت د(س) تساوى: 

8 ١س‏ با س5 ١+‏ 9 س٣‏ لگا -س 
ی او لاس کی ۱۱6 1305 س) تساوی: 
لا -س٢‏ (ب) ۲-س" | ٣‏ - سء ھا ؟ +دسء 
- ےک ی رد = ٢‏ حیثد دس - س" + ك س" + ۶ فان قيمة ك تساوى: 

([])-4 اب -۳ - (ہ)٦‏ 
© کون ای عظى محلية إن كانت )تاو 


98 س"-۲ 8 س۱+۳ رج 








حدد فترات تزاید وفترات تناقص الدالة د فى کل مما یأتی: 

© د(س) = (س - )۲ 0 د(س) = اس٣‏ - س (۸) د(س) = (س + ٣)٤‏ 

(8) د(س) = ٤ + ٥‏ س - س" 69 د(س) = س۲(س - ۲) ( د(س) = س٤‏ - ٤س٣‏ 

9 د(س) = 1+ ١‏ 69 د(س) - سب 
سن س 

حدد فترات التحدب لأسفل والتحدب لأعلى ونقط الانقلاب إن وجدت لكل من: 

9 د(س) = (س - ۲0 59 د(س) = س٢‏ - ٣س٢‏ 0 د(س) = س" - ٦س٢‏ + ٩‏ 

۵ د(س) = ٦س٢‏ - س؛ © «(س) - س" - كل 9 د(س) = س٣‏ - ۱۲س + ۷ 

آوجد القیم القصوی المحلية للدالة د إن وجدت فی كل مما يأتى: 

9 د(س) = ٤‏ - ٦س‏ - س٢‏ 9 د(س) = ۲س٢‏ - ۲س۲ + ۷ 69 د(س) = س(س - ۲6۲ 

9 د(س) = س٤‏ - ۸س + ۸ 9 د(س) = - 

© د(س) - ج © د(س) = ۷ (س-7”6 2 69 د(س) = اس2 

أوجد القيم القصوى المطلقة للدالة د فى الفترة المعطاه لكل مما يأتى: 

© د(س) = س۲-٩‏ [۲۰۰] 9 د(س) = س٢-١٣‏ س +۱۹ إلى ه] 

9 د(س) = س*+۲ [۲۰۱] 9 د(س) = ۲س٤‏ - س۱+۲ [-۱۰۱] 


کتاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتکامل 


9 نفرض النقطة (اء ب) على المنحنی 





ے؟ 


_ ۲-۱۱ ب +۱۰ 


گن رڈ + ۶۰| 
٤‏ ما ه 


۰ءء (ب؟-۔۸ب )٠١٤‏ 


افد 


. آ٤‏ پ٤‏ النقطة (٤ء٤)‏ 
60م ۱۸د ناج = ۳ بے جاھ 
و / 
٠‏ ا نب حتاه 


ھ - ۲۹۰ 

قياس الزاوية المحصورة التی تجعل | 
مساحة المثلث اکبر مایمکن هی 
7 


ت - ۲ حتان +۲ حا ن 


5 ای 
- ۶ 


> 2 


جك -؟ اب -6) زب" -۸ ب + 06 








تطبيقات على القيم العظمى والصغرى * 5 


وت 


مس --۲جان +۲ جتان = صفر 


وھ 


ظا ن = ١‏ 


و 


٤ ٤ 


1 1 ل ]7 


2ر د(ن) - 


عند النقطة الحرجة د(ن) - ۰ 


القيمة العظمى لحجم المزرعة - ٠‏ 


تمارين عامة 


(۱۰۰+ن۲) ۵۰۰۰ ون ۲ ن 


2) 


ع ۱۰ساعه 





+ 2)ب رد ربا ريد 


® د(س) = س؛ - ٤س"‏ 


“رسن - ۶س۲- ۱۲ سآ 
س - صم > س = ۲ 








تزايدية على |۰۳ ص 
0ی لے 
س +۲ 
۲ 3 5 
(س ۱۲/۲۲ 


9 د(س)-(س 0 , 
رو ا ا 
ا و 
(O0 - “۳0 0‏ ۲ 


التحدب لاسفل على ] |10۰۲ 


التحدب لأسفل على ] -٭ ء٠۰[‏ 


التحدب لاعلی علی ] 
(۴۵) د(۰) --۱< -- 


۳٣ - ۹< ۶ - )٥(د‎ 


د(س) = صفر 

د(۲) - صفر 

قیم ص -(-ع. ‏ ۳ 
ام ترس الما 2 


القيمة العظمی المحلية = ۳٣‏ 


کقای الطالے - الصف الثالت الٹائری 


صفر = ٤س"‏ (س -۲) 
تناقصية على | - مم ۳[ 


7 0 (س+۲) -س*<۱ 
۰ (س +۳ 


الدالة متزايدة دوم 
المجال ع 


الدالة متزايدة دوه 


۱۹۶۲ | 


د(س) = (س۲- ٤س‏ + )٤‏ + (س -۱) × ۲ ( س -۲) 


3 
ید س = ۲ء 
3 3 

درم ) 2 ۲۷ 


۹۲ 



























2 د( -؟) - -ئؤهء د(۳) -؟ 





س(س۲ - ۱۲) [-اءغ] 





س" - ٣س"‏ عندماس < ۰ 


٣س'‏ -1 س س < صفر هس | [-۲ ۳] 
27 ۰ ۰ س" - ۲س عندما س ٠>‏ 
د“ (س) = هر حر کہ یہ“ ۱ 5 06 0007 
ارسم الشكل العام لمنحنى الدالة المتصلة د الذى له الخواص المعطاة فى كل مما يأتى: 
۲س - ۲ س >> . 9 د () = ۶(۸۰۳) = ۰۰ (س) < ۰ لجمیع قیم س. 


© د (۲) = 4.5 (؟) = 4۰۰ (س) ٠>‏ عندماس < ۰۲ (س) < ٠‏ عندماس > ۲ 
۰ ⁄ ۳ ۰ 9 د )۲٩(‏ = ۰۸د( ۰) = ٤۰د‏ (۳) = ۰ء (س) > ۰ عندماس <-۳ وعندماس > ۳ 

وعم د ( س) ر د(س) < ۰ عندما س < ٠ء‏ /(س) > ٠‏ عندماس ٠>‏ 

9 د (ہ) = ۳ء ۲(۳) = ۵(-۲) = ۰ء (س) < ٠‏ عندما-؟ < س <۲ #(س) < ٠‏ عندما س < 2٠0‏ 


عندما س < صف عندما س ٠>‏ /(س) > ۰ عندما س >. 
e ۲ 5 06 ) ۳‏ ارسم الشکل العام لكل من المنحنيات التالية مبينًا عليها القيم القصوى المحلية ونقط الانقلاب إن وجدت: 
رر ئک یں جح سا ((6) د(س) = ۶-س" 69 د(س) = س۲- 6س +۲ 
۰ ۰ ۱ ۱ 
د ضف ے = ا 69 د(س) = س( س +۲۳ 9 د(س) = س۶-۲س + 
س < تن سس مرفوص ۰ س = 0 ات لاپ امو 1ص۷ 69 د(س) = +٥‏ ٣س‏ -س۲ 
لابوجد قيم قصوى محلية قیم قصوى محلية = د(۱) €9 عين قيم |. ب ج ٤٤‏ للمنحنی ص = اس" + ب س" + ج س + وى بحيث تكون له قيمة عظمى محلية عند 
(1۰۰) وقیمة صفری محلية عند (۶۱)ٹ ارم العنهنی, 
د(۱) = ۱ - ۲ - -۱ 


© سلك طوله ۲۰ مترّا يراد تشکیله على هيئة مستطیل . ما هی آبعاد المستطیل التی تجعل المساحة أ کبر مایمکن. 
القیم العظمی المطلقة = ۳ القیم الصغری المطلقة = ٥٤-‏ 
9 د(س) سج س۲- ۶س + 

د(س) = س۶-۲س + 


د (س) = س' - ۶ = (س -۲) (س + ۲) 


69 فى الشکل المقابل اب ج ء مستطیل : 
® آثبت أن الشکل ه و ز ح متوازی أضلاع مساحته 

م = اس" - ١١‏ س ٦٦+‏ 
اب آوجد أصغر قيمة ممكنة للمساحةم. ٦‏ -س 





۱۷ ۲ ۱ 
د(۲) --ه.د(-؟)- و كي 0 €9 قطعة من الورق على شکل قطاع دائرى طول نصف قطر داثرته 
۵سم. طويت لتشکل سطح مخروط دائرى قائم ارتفاعه ع سم. 
د#(س) = ۲ س ٥۸(س)‏ = صفر ون محم المت وات اا 
۱ : 00 می رسع 
۰ س = صعر د(۰) دم ثم أوجد أكبر حجم ممکن لهذا المخروط. 


تزايدية فى : | -۰[۲-۰00] ۰۲ | 
تناقصية فى | -؟ » ۲[ 

7 ا ۱ خی ابعاد المستطیل التی تجعل المساحة | کر مایمکن هی ۵, ه 
٠‏ 0 2] )۱( (6۰) ی٢‏ لا وط = ۲۷۵ - ع" 


1+ ن + جح‎ + ٥ 


حجم المخروط ۔ ی ۷ ع ٥‏ سم 
| اب + جا | 0( 
7 
سے ا ٠‏ 5 - ۲ 
۰ للمنحنى قیمة عظمى محلية عند ( )٦ ٦‏ د۰(۳) = صفر ددحت ۱۷9(۶ ع7 
للمنحنی قيمة صغری محلية عند (۰۱ ۰) ۱(۳) = صفر - س(۲۲۵ ع- ع) 
(س) = ٣‏ اس ٢٢ب‏ س + ج ۱ 
| ج صفر | 
و 
عند ۶2 لنقطة الحرحة بح -صفر 
۳ػ۲ ۲٢٢‏ ع١‏ ۷۵ ع٥٢۲‏ سم 
ص س = ۲٢٢‏ - ۱۵۰-۱۷۵ سی عون 5 
7 
62 ابا ۱ اكبر حجم ٥×‏ ,۱ ۲ ۱۷۲۵۰-۱۵۰ ۲ 76 سم؟ 
بعاد المستطيل س ء ص س 
YT‏ ص ص (ا6) ارتفاع الاسطوانة ۲۷۱۰ لتكوين المساحة الجانبية 
سن اکر ىا هک 
م دس ص د س (۱۰-س) كبر ما ر ۱ 
۷ھ" "ء۶" 3 = ۱۰ - ۲س ۷ اکبر مساحة ممکنة عند پت 


عند النقطة الحرجة كمه = صفر س = ۰9 ص = 9 |= |۲ × بام ×| 
وت 


۸ ۸ ۲ 


کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوی 


۳ب -صفر |-۲ | + ب “۔١‏ ب --۲ 
كن ع اس س 1 
= ٦س٢‏ -٦س‏ ء ص4 = ۱۲ س ٦-‏ 


۹4 كقان الرياضيات اة د التفاضل والتكامل 





69 آوجد ارتفاع اسطوانة دائرية قائمة يمكن وضعها داخل كره مفرغة طول نصف قطرها من الداخل ١٠سمء‏ 
عندما تكون المساحة الجانبية للاسطوانة أكبر ما يمكن. 


نع > ۱ 
اس + ب مان 


69 لتكن ج نقطة تقاطع المنحنيين ص" 2 ٤س‏ ء ٤ص‏ 5 سء النقطة | 
تقح على المنحنى ص" = ٤س‏ وإحداثيها السينى يساوى ۲ ۰ النقطة 
ب(س» ص) تقع على المنحنی )ص 5 س" بين النقطتين وء جء أوجد 
أكبر مساحة ممكنة للمثلث و اب 


خزان للمياهء مكون من متوازى مستطيلات» قاعدته مربعة الشكل» طول ضلعھا ٢س‏ و إرتفاعه سء يعلوه أسطوانة 
دائرية قائمة طول قطرها ٢س‏ وارتفاعها ص. إذا كان حجم الخزان الكلى ۲۷ مترًا مكعبًا فاحسب قيمة س حتی 
تجعل مساحة الخزان السطحية أقل ما يمكن. 


حيث |( ب > ٠.‏ 
































© تفكيرإيداعي: ما طول أكبر سلم يمكن نقله أفقيًا عن صالة عرضها 


٤‏ آمتار إلى ممر عمودى عرضه متران. 


59 م اب سلك طوله ك سم طوى على شكل قطاع دائرى من دائرة مركزها م طول نصف قطره ی. 
11 أوجد قياس زاو ية القطاع © والتی عندها تكون المساحة قيمة قصوى وبين نوعها. 
ب أثبت أن مساحة المثلث م اب د 76,۵ من مساحة القطاع م اب عندئذ. 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


ا مد 


یت 
































ره 
و كان ^ (س) = اس + ب حيث |< . 

ا ابحث وجود قيمة قصوى للداله د مبینًا نوعها إن وجدت. 

(ب) حدد فترات تزايد وتناقص الدالة د عندما | = -۰۲ ب = ه 
(۴) حدد النقط الحرجة وفترات التزايد والتناقص للدالة د حيث د(س) = ۴ (س۲)۱-۲ 


© إذا کان د(س) = س؟-٦س ‏ + ۱۲س ء ابحث وجود نقط حرجة للدالة د وحدد فترات التحدب إلى أعلى 
وفترات التحدب إلى أسفل ونقط الانقلاب إن وجدت. ثم ارسم شکلا عاما لمنحنی د 
(ف) ارسم شكلا عامًا لمنحنى الدالة د حيث ص = د(س) إذا كان: 
د متصلة ومحالها ۱ <0[ د(۱) 5 د(۳) < ۰ 5( غير موحودة. 
4 (س) > ٠‏ عندما س < ۸۰۲ (س) < ٠‏ عندما س > ۰۲ دك (س) > ٠‏ عندماس ۲ 
١ 1‏ ۲س۲ + اس +ب عندما س > ۱ 
© إذا كانت د دالة قابلة للاشتقاق على عء د(س) = 
٣س‏ -س؟ عندماس < ١‏ 


® ارحد قیم الثابتین أء ب 
© حدد فترات الندب إلى أعلى والتحدب إلى أسفل ونقط الانقلاب إن وجدت. 


(۷) من مجموعة كل الأزواج المرتبة (سء ص) للأعداد الصحيحة غير السالبة والتى مجموع مسقطيها ٥‏ ء أوجد 
الزوج المرتب الذى يجعل حاصل ضرب مربع العدد الأول ومكعب العدد الثانى أكبر ما يمكن. 


(۸) یبین الشکل المقابل منحنى الدالة دہ والمستقيم ل [ ص=۱ ٤٤س‏ -س؟] اص 
إذا كان المستقیم پت يوازى محور الصادات ويقطع 
محور السینات والمستقيم ل ومنحنی و فى النقط بء ج. و 
على الترتیب فأوجد إحداثی النقطة ب التی تجعل جء أكبر 
ایگ ۱ 


























كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 





تطبيقات على القيم العظمى والصغرى * 5 


۱ ۱ ۱ ۱ ۱ 
دح | -7 |= وحدة مربعة 

۳ f» قمة‎ 

(88) قیمة س التی تجعل المساحة ئل من وگ هی - 


ك2 


س 


ا اب تھ 


۸٤٢0, ح‎ ٠١,2651 


أختبار تراكمى 


0 
1۱*۰۰3 (ب) ۲ 


اج (8)] -ه -۱[نا ]هه [ 
(ر) عند (س --- ) يوجد قيمة عظمى محلية 
2؟) عند النقطة الحرجة للدالة: 


درس )۰ .. (س) - ۰ 
او غير موجودة س' - 2۱ ۰ 





س - ١‏ 
:2 النقط الحرجة هی (- ۰6۰ (۰۰ ۰۱ :ا 


39 عفد النقاط الحرجة للدالة د(س) س - ۲ 
د(۲) =۸ )< (N‏ 


رن 
(i)‏ آو اضر ت ٣‏ 


١ > سن‎ ٤ 
دك (س)- م غیرمعرفة سا‎ 
١ ىج‎ ۲ 


(۸) یکون ح آکبر ما یمکن عند س -۲ 


۰ ص = " النقطة (۰۲ ۳) 
ارد سان نقطة يمال تس بعاد گی گر می 
ب ي 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى ۹۵ 
































































































الوحده الز ابعة 





التکامل المحدد وتطبیقاته 





















أ التكامل العحدد وتطبیقاته 





The Definite Integral and its Applications 


The Definite Integral and its Applications 


علمت من دراستك السابقة أن التكامل هى العملية العكسية 
للتفاضل بالرغم من تعدد التعاريف المستخدمة للتكامل ويعتبر 
التكامل المحدد لدالة حقيقية دنيا وعليا هى المساحة المحصورة 
بين المستقيمين س = |ء س = ب ومحور السينات ومنحنى الدالة 


ب گاج ء 
+ ایژه العمل لی ۳ 0 7 8 أهداف الوحدة 
ویرمز لهد ۶ ٭ لرمز ۱ (س) سس ۳ ` » وتنفيذ الأنشطة فيهاء » یتوقع من الطالب آن: ۰ 20 سر ۱ الا ) ئ س حيث ددالة زوجية. 
ومن هذه الوحدة سوف یتعرف الطالب على بعض طرق التکامل با د(س) وس 1,۲2 د(س) ی س حیث ددالة زوجی 















هل رأيت صانع السلال وهو یصنع إحدى سلاله؟ إن عملية تجمیع الشرائح المتوازية جنبًا إلى جنب يؤدى إلى تکامل سلته. ساعد ذلك إلى محاولة العلماء 
اکتشاف طرق عامة لتقدیر مساحة أى منطقة مستوية بتقسم أي منطقة مستوية إلى مناطق صغيرة جا ثم جمع مساحات هذه المناطق الصغيرة لتقدیر 
المساحة المطلوبة مما ساهم في اکتشاف علم التکامل ۵٥س‏ سس زا ومو الحرف ارول من كلمة ك5 والتي تعني عة التجمیم. فی 
هذه الوحدة ستعرف طرق مختلفة لحساب التکامل غير المحدد مثل التکامل بالتعویض والتکامل بالتجزعع لایجاد مجموعة المشتقات العكسية لدالة متصلة 
على فترة معطاة ثم التعرف على التکامل المحدد من خلال النظرية الأساسية فى التفاضل والتکامل التی تربط بين التکامل المحدد والتکامل غير المحدد 
واستخدام التکامل المحدد فی إيجاد مساحة منطقة مستوية أو حجم جسم دورانی كما تتعرف على بعض التطبیقات الاقتصادية للتکامل المحدد واستخدام 
النمذجة الرياضية فی حل المشکلات الرياضية والحياتية . 










































یتعرف بعض طرق التكامل مثل: التعویض غير المثلثى» ۱ 
مر س ۷.٠۷١۰‏ - دل رد 

مثل التعویض والتجزئ كينا سنیعرف علی التکامل المحدد وإيجاد # يتعرف تكامل الدوال المثلثية وجدول التكاملات الأساسية. 7 يتعرف العلاقة بين التفاضل والتكامل 

۲ 8 5 # يتعرف التكامل المحدد (النظرية الأساسية فی التفاضل) تک 2۳ CDE EDE‏ 

مساحات وحجوم عم | لمناطق المحصو ره بين منحیین وذلك من ویستنتج بعض خواصه. 1 ۳ 3 

٠ 575‏ 7 د ,ا 5 ا ۳ د/(ن) ىو ن = د (س) - د (ا) 
خلال حمسه دروس على النحو التالي ۰ ۳ 2 ا يستخدم التکامل المحدد فى حل مشكلات تتضمن إيجاد مساحة. 
5 كّ 57 يوجد مساحة المنطقة المستوية تحت المنحنى» فوق محور 
1 ۱ ١٤ء‏ س كبا OES‏ ںی حم 
4 ق اله ( ناك زالقّۓ ع( ۱ راديس م کس السینات حيث د (س) غير سالبة لجمیع قیم س فى المجال 
طر لتکامل ر لتعو يص لتج: ی س باستخدام التكامل المحدد. 
ہے 5 ۳ 8 5 5 7 یوجد مساحة المنطقة المستوية المحصورة بين منحنیین. 

۹ تکامل الدوال الثاشۂ ) الامياسية ومقلوباتها) 58 د(س) و س له 1 ہے (س) ئ س 7 یستخدم التكامل المحدد فی حل مشکلات تتضمن إيجاد 








٠۶‏ وس ا س وس اا وس )یں حجم سطح دورانی حول أحد محاور الإحدائيات. 


ار ۱:۷ نی 


4 التكامل المحدد لدالة متصلة وخواصه 
4 الساحات ق الستوی الا حدائی 


+ 15 د(س) و س- ۰ حيث د دالة فردية 


مخرجات التعلم: ع بين التفاضل والتكامل 

















فى نهاية الوحدة وتنفین الأنشطة فیها من المتوقع أن یکون 2 * با" ۳0ھ" 

الطالب قادرًا على أن: ٭ بات د/(ن)ی ن-د(س)-دا) 

# يتعر ضري التکامل مثل: التعويض غير المثلثى» التکامل ++ يستخدم التكامل المحدد فى حل مشكلات تتضمن إيجاد مساحة. 
لتجزىء .أ س ه سو س ۳ يوجد مساحة المنطقة المستوية تحت المنحنى» فوق محور 





- 


ا السينات حيث د (س) غير سالبة لجميع قیم س فی المجال 

يتعرف التكامل المحدد (النظرية الأساسية فى التفاضل) ويستنتج باستخدام التكامل المحدد. 

بعض خواصه. 7 يوجد مساحة المنطقة المستوية المحصورة بين منحنيين. 

BF‏ يستخدم التكامل المحدد فى حل مشكلات تتضمن إيجاد حجم 
سطح دورانی حول أحد محاور الاحداثیات 








لد 








ف را ادس اوسا د(س)وس 
ا ا مت 
o‏ ا 0 
با ”(د(س) + ص(س)]وس 

حا رید پا مھ رس 


۰ ا د(س)وس+ ا دوسا داوس 


۱ ۱ 
٠‏ 5 د(س) ء س = ۲ ۱ د (س) ی س حیث د دالة زو جية 


۹8٦‏ كاب الرياضيات اة د التفاضل والتكامل 







































































ا المصطلحات الأساسية 


ی متا کی ۵۵۵ ۱ 2 قاعدة ۶ < المساحات فى المستوی ‏ ۸۲۵۵5۱۱۱0۵۱0۵ 
5 تکامل غير المحدد  |ndefinite Integral‏ < دالة مثلثية  Trigonometric Function‏ > حجوم الأجسام الدورانية 

Volumes of Revolution solids Definite Integral تكا مل محدد‎ > Differential تفاضلى‎ 2 
النظرية الأساسية للتفاضل والتكامل‎ <5  |ntegration by Substitution تکامل بالتعویض‎ 5 

Fundamental theorem of calculus Integration by Parts تکامل بالتجزئ‎ 5 


8 5 
كا دروس الوحدة 2 الأدوات والوسائل 


ONE O رس‎ 


< آلة حاسبة علمية - برا ة للحاسوب. 
-۲): تکامل الدوال المثلثية. بح و ما سا کت 


< الشبكة الدولية للمعلومات (الانترنت). 
۳٣ھ"‏ 7 حت 


:)٤-‏ المساحات فى المستوى. 
:)٥٥-‏ حجوم الأجسام الدورانية. 





السبورة التعلیمیة - سبورة مربعات - طباشير ملون - آلة حاسبة 
علمية - آلة حاسبة بيانية - حاسب آلي مزود ببرامج رسومية 


دالة جوري 
دالة أسیة 1 


دالة کت تمیة 





يتمثل فى الأسئلة الشفهية والتحر پر یة الفردية والجماعية آثناء 
الدرس وبعد الدرس » والانشطة المقترحة وسلم النشاط الخاص 
بكل منها والتكاليف الجماعية والفردية وتدريبات عامة على 
الوحدة والأختبار الترا کمی فى نهاية الوحدة. ۱ 





یتناول الاتی : 

التكامل وینقسم إلى : 

التکامل غير المحدد وتعیین ثابت التکامل 

التکامل المحدد : خواصه - النظرية العامة للتکامل تطبیقاته 
( هندسية » اقتصادية - المساحات - الحجوم ) 

صيغ التکامل : وتشمل طرق التکامل ( التعویض . التجزی) 
لدوال جبرية - أسية - لوغاريتمية - مثلثية . 


دليل المعلم - الصف الثالث الثانوى ۹۷ 























خلفية: 

سبق وأن درس الطالب التكامل غير المحدد فى فترة متصلة وهو 
البسيطة عليها وفى هذا الدرس سوف يتعرف الطالب على مفهوم 
التفاضلی مع إجراء بعض التكاملات الأساسية للدوال الجبرية 
والمثلثية واللوغاريتمية» كما سيتعرف على التكامل بالتعويض 
وأخيرًا التكامل بالتجزی. 





مخرحات الدرس: 

فى نهاية هذا الدرس وتنفيذ الأنشطة فيه من المتوقع أن يكون 
الطالب قادرًا على أن: 

4 يوجد دالة مشتقة عكسية معطاه باستخدام التكامل 

4 یتعرف على مفهوم التفاضلى ويستخدمه فى إیجاد عملية التكامل. 
يحسب التكامل باستخدام طريقة التعويض 

» جسب التكامل باستخدام طريقة التجزی 





مفردات أساسية 
4 مشتقة عكسبة - تكامل غير محدد - تفاضلى - تكامل بالتعويض - 
تكامل بالتجزئ . 





المواد التعليمية المستخدمة: 
السبورة التعليمية - طباشير ملون - آلة حاسبة علمية - برامج 
رسومية للحاسوب. 





طرق التدريس المقترحة: 
العرض المباشر- المناقشة - العصف الذهنى - حل المشكلات. 


مكان التدريس: 


الفصل الدراسى 


مصادر ا 3 لتعليم: 
کتاب الطالب من ص (۱۰۳) إلى ص (۱۱۲) 











































ق وتعرفت على المشتقة العكسية أو التكامل غ 
< ایجاد الدالة الأصلیة لدالة معطاة. سبق وتعوشت علی | 1 0 0 امل غير 
<: إيجاد تفاضلی دالة. المحددء وهو عملية عكسية لعملية الاشتقاق فیقال 5 ١‏ 
و حساب التکامل‌بالتهویض, للدالة ت أنها مشتقة عكسية للدالة د فى فترة ف إذا ١‏ 8 
3 حساب التکاما بالتجزئ. .0 گے 1 2 
الا ال كان: ست ت (س) = د (س) لكل سد ف ِ 
عند إضاقة اي تاب اف امک هه وت 2 كل 
بالثابت الاختيارى) تمتّل المشتقة العكسية عندئذ : 
۱ بمجموعة المنحنيات ص = د(س) + ث التى تختلف ٤‏ 8 
۵ لت ۳ | عن بعضها فى الثابت ث ومیل المماس لأى منیا ھ 











ج المشتقة العکسة 
2 التکامل غير المحدد 


Antiderivative‏ منساوی لذلك فهى : منحنيات متوازية کما فی | لشکا 
المقابلء وقد اصطلح على تسمية مجموعة المشتقات العكسية هذه بالتكامل غير 


المحدد ویرمز به بالرمز: ا د (س) وس ویکون: 










Indefinite Integral 


Differential تفاضلی‎ 2 





| د(س) و س <ت (س) + ث 


للتكامل غير المحدد الخواص التالية: 


إذا كانت د ء س دالتین لهما مشتقتان عكسيتان فی الفترة ف فإن: 






1۹ [ه (س) 2 س (س) ]وس کا د(س) و سڈ اس ساس 
































® ہے | ۲- اك د (س) وس -۵ اد (س) یس حیث ك عدہ حقیقی ثابت 
لاحظ آن: 
۶ الةحاسبة علمية. ۱ ن+۱ ۱ 
00 اس ذو س- گے +ث حيث ن 7 -۱.ث ثابت اختباری 
5 پرامج رسومية للحاسب. ن +۱ 2 + 


وعلی ذلك 
|(٣س'+٤س‏ +ه) و س اس" + ۲س۲+ هس + ث 

© عملیة إيجاد المشتقات العكسية يتطلب معرفة صور التكاملات القياسية لبعض 
الدوالء إلا أن التكاملات المطلوب إيجادها قد تظهر بعيدة عن التكاملات القياسية 
وهو أمر يتطلب التعرف على طرق أخرى للتكامل منها التكامل بالتعويض 
والتكامل بالتجزىء اعتمادًا على تفاضلى الدالة. 





کتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


5 ذكر الطلاب بأن المشتقة العكسية للدالة ھی عملية عكسية 
للآشتقاق كما فى المخطط التالى: 
5 تفاط جک 5 5 : 
× الدالة د(س) سس مشتقة الدالة د(س) وتعطى بعض 
الأمثلة العددية لتثبیت هذا المفهوم. 
5 وسوف يتم دراسة التکامل بالتعویض والتکامل بالتجزی 
تفصیلا اعتمادا علي مفهوم التفاضلی. 


۹۸ كاب الرياضيات اة د التفاضل والتكامل 












































التفاضالات Differentials‏ ص 
إذا كانت د دالة قابلة للاشتقاق» حيث ص - د (س) (س + كلاس : ص +۸ ص) 


درس + ۸س) - د(س) 
س 
فإن: دص 


۽ ہہ سے 7 
0 سس ۵(س) 


عندما ۸ س -.., ۸ س . د(س) ' 1 
5 اس ها 
= 4(س)۵س ۔ (بالضرب × ۸س) بص (س+لل/س) س و 
١‏ - تفاضلى ص (ويرمز له بالرمز و ص) = 4(س) ۸ س 
۳- تفاضلى س ( ويرمز بالرمزى س) = ۸ س 
على ذلك فإن: 
و ص = (س) و س | وهو دالة فی متغیرین| س | »| ئس 





إذا كانت ص = س" فان : ى ص - |۳س"] 
9م مثال تفاضای الدالة 
)١(‏ أوجد تفاضلى كل مما يأتى: 

8 ص - 0 (ب) ع = جرس" 


مت ۳ 
© س دع.ل چت من دقن 


۱ 





0 ۰ ۰ س 5 
5 وص = ص” دو جو وہہ تیج = ۱+ (س - ۱۱ 
1 
عي دا لسن 


جا وع = و س .٠.‏ واع - 15 × ۲یآوسی - وس 


WEKO 


ول = لوس 


٠‏ وص (ع۰()" وس 
5 (ع + ل )ئس 
= عل و س + ل ۰ وس 


ی ع < »و 
وص = عول+ل؛وع 6 26ت 


کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


3 حاول أن تحل 
0 أوجد تفاضلى كل من: 

(0 ص - (۲س + ه)؛ 

(ج) سے حيث عء ل دوال فى المتغير س 
تفکیر ناقد إذا كان س" + ص۲ - ۲۵ 
التکاملات الأساسية (القياسية) 
لا توجد طريقة عامة لابجاد تکامل الدوال المختلفة تماثل طرق إيجاد مشتقات هذه الدوال إذ پنحصر ایجاد 
تکامل أى دالة د فى البحث عن دالة تکون مشتقاتها هی الدالة د وهذا یتوقف على مدی استیعابك لمشتقات الدوال 
الأساسية السابق دراستھاء والتی نلخصها فى الجدول التالی: 


جدول مشتقات الدو ال الأساسية و التکاملات القياسية المناظرة 


آوجد: و ص بدلالة س » ص» وس 


E ندع ا‎ E 
0 oT 


و 


(جاس) - جناس ا 


۰ ۹ ٦ 


5 آن ۱ 5 ٠‏ 1 : 
٣‏ و 7 ۲ 0 - 3 ص.- اس وس طا ت 


ت3ا 


۲ ٤ن‏ 3 صہ 


(هت) دهت 
ا کا 


ااه موس دم ضورق 


(اس)_ اس لو | TT‏ و سس اه بت سس 


اهب 


و 
وس 








۱ ۱ 
س > . | و س - لوي اس| +ث س٠‏ 


التکامل بالتعویض 
من آهم طرق التکامل لایجاد تکامل حاصل ضرب دالتین 
على الصورة:.أد (س (س)) م“ (س) و س 

فإذا كانت ع = (س) دالة قابلة للاشتقاق 


Integration by Substitntion 


فإنى ع -س/(س) و س ويكون: 


اد( (س)) م/(س) وس = اد (ع) یع 
© لإجراء عملية التكامل بالتعويض نتبع المخطط المقابل: 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 








طرق التکامل 5 ١-‏ 


فى بند التفاضلات ص (۱۰۳) 

التفاضل : توسعة للمعلم: 

نفرض أن الدالة ص = د(س) قابلة للاشتقاق عند النقطة س 
ونفرض أن النقطة س + ۸ تنتمی لمجال هذه الدالة. تغیر س إلى 
س + ۸ س يؤدى إلى تغیر ص إلى ص + اصء 

حيث ۸ص = د(س +۵ س) - د(س) 


یی 5 : بات 1 ثرا خا ص 
۰ یف المتثتقة لدییا ان : بے ے در 
ازس EE‏ 7 


۰ ۲ ۲ ھ2 .ے2 
هذا رکاف ءآن : ا ( گا -و(س)) -صفرا ۱ 
وهدا بح افئ ال a‏ (س)) صعر 


إذا وضعنا ۵ص خی حو 


نجد أن : ۸ ص = د“ (س) ۸س + و۸ س ۲ 
حیث نری من (۱) أن و س ٠‏ عندما ۸س س ٠‏ وبالتالی 
عندما تکون ۸س صغيرة ہما فيه الکفاية فإن۸ ص تکون عبارة 
عن مجموع حدین. ثانيهما صغیر جدا بالنسبة إلى آولهما . 
پسمی الحد الأول فی الطرف الایسر للمعادلة (؟) وهو 
4(س) ۵س بالجزء الرئیسی لتغیر الدالة ص ونرمز له بالرمز 
ىو ص 
أى أن :و ص = د“ د(س) س ۲ 
كما تسمى ء ص أيضًا بتفاضلى الدالة ص = د(س) . وعلي ذلك 
فان و ص تعطى تقر یبا جيدا لتغير الدالة ۸ص إذا کانت۸ س 
صغيرة بما فيه الكفاية » كما أن مقدار الخطأ عند ذلك يصغر مع 
رس 
کحالة خاصة من (۳) عندما ص = س نجد أن : 
و ص = (۱) لاس =۸ س سے و س = ۸ س 
أى أن تفاضلى المتغير المستقل ۹س هو نفسه التغير س الحادث 
فى س . وعلی ذلك فمن الأفضل إعادة كتابة (۳) على الصورة 

و ص = د(س) وى س 


دليل المعلم - الصف الثالث الثانوى ۹۹ 














| نر 1 || ۰ (المنا عم امم امم والحوار): 
8 ناقش مع طلابك ما ورد فى بند حاول أن تحل وتوصل معهم 
إلى الإجابات الصحيحة : 





إجابات حاول ان تحل ص ۱۰۲ 
1 وص -8('س +٤)۲ء‏ س 
و ص = ۲ هم "٣٣وس‏ 


فى بند تفكير ناقد ص (۱۰۲) 


× يهدف إلى استخدام مفهوم التفاضلی مع الاشتقاق الضمنى. 
۲ جح وس 
زج جج 


1 
2© © -> (س۳+۲)*+ث 
@ تابن 


۷۲س ۔ 53 


ولع ° 





2 سل (٢س‏ -۔۴) [ ١٠س‏ ۔٥۱)+۱۸]+ث‏ 


دجب (۱۰س +۲) (۲س -۲)* + ث 


ارشادات للدراسة: 
عند إیجاد .| (س' :۳) باس 17 و س من المهم التعويض عن 
قيمة ع بقيمة مناسبة للمتفیر س ومن الأنسب فى هذا المثال 
وضع : ع" = س ١‏ حتی یمکن التخلص من الجذر التربيعى لذلك 
وا ار 
بالتعو يض ت تصبح المسألة 1.۲ (ع۲ + ۲ع* +۶ع" ) وع ویکمل 
الحل 
كذلك فى حاول أن تحل (۳)) اب 
نضع: ع' - ٣س‏ +۱ 
١-۲‏ 
7 پبى 
۰ئ بالتعویض 
ETR"‏ 
ا وع 
۱ 
ہے ہے 


۱ 5 13 ۷ ۱ 3 3 
جو سبج لاحو كت 





a‏ ہے ع٤(١١ع٦۔٤‏ ع۳۵+۲) +ث 
ويكمل الحل بالتعويض عن قيمة ع 


لق مثال التكامل بالتعويض 


(۲) أوجد 

9 1 س" (؟س“-/)* و س ۷۵ یس وس 
@ الحل 

1 بوضع ع = ۲س*-۷ 5-5 ئ ع ۸س وس 


وع 
| س"(اس»- »وس اتا (HED‏ 
۱ 0 ۱ 7 

= اع ع = سسا ع"+ث 

= 





(۲ س٤‏ -۷) دث 


(۳) بوضع ع = س" +۸ س .ی ع = (٢س‏ +۸)ء س ۲ (س +4) ی س 
7 ۱ 
س + _ ١‏ ٦۲(س‏ )ئس ے13 
حر رو وی سد رٹ 
3ئ ۱ ا 
ہد اووس امم 
8 


یت ت 
۶(س ۲ +۸س)" 








3 حاول أن تحل 
(؟) آوجد : 
( *س س۴+۲)؛ وس ب ا ) سب وس 
7 
92 منال التکامل بالتعویض 
() آوجد 
لگا اس (س +غ)" ۶ س © ۱(س۲+ه)۷ س -۱ وس 
@ الحل 
) بوضع ع = س ٤+‏ . س = ع ٤ءوس۔وع‏ 
١س(س+٤)۷وس‏ ۔اع۷(ع-٤)ءوععا(ع'۔٣؛ع')وع‏ (تعویض) 
E‏ راس 
= ۾ ع*(۲ ع-٩)+ث‏ (تبسیط) 


حب (س + 6)* (٢س‏ -۱) 


کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


|١‏ بوضع ع' - س ۱ لتبسیط صورة التكامل ٠.‏ س = ع۱+۲ وس ٤ع‏ وع 


ا(س'+٭٥)ا‏ س -۱ وس عا[(ع'+)'+ہ]×ع×۲ع وع (تعويض) 


عبا[ع؛ 4 ۲ع +[ x‏ ۲ وع 
5 كارع" + ۲ع + 7ع( دع (تبسيط) 


۲ ۷۰ ۱ 


۲۰[ + ع*+۲ع۳] +ث (تکامل) 
= چ ع۲ [مع؟ +۱۶ ع۷۰+۲] +ث (عامل مشترك) 
= (س -۱)* [ه (س -۱۶+۳6۱(س -۱)+۷۰] +ث (التعویض عن ع) 
= با (س ۳0 (س۲ + ٤س‏ + 1۱) + ث 

63 حاول أن تحل 

© آوجد التکاملات الآتية: 


8 س (۲س -۶*)۳ س 9 سس+۱. وس 


ثل التعامل بانتعويض 
(ك) آوجد: 

۱۵ وس 
© الحل 5 

([1) پوضع ع-١+,٠‏ س “.ا ماس <ع-۰۱س <(ع-۲ 


اب ا ٦س‏ ھ ۲۳ وس 


وس -۲(ع-۱) و ع 


۱+ سس ع١ا‏ ۓ_ × و 
ا ۲ وا ره 


(ع-0" 
= ع -۲ × ا + رش 
=( ۷( + ۷س) + ث 
ابا بوضع ع = س" ۰ یع = ٢س‏ وس 
1 ٦س‌ھ۳'‏ وس ۳ھ ٢(٣‏ سوس) 


ث+ھ٤۔عواصھ‎ 1۳ 


= ؟ هاس" + ث (بالتعویض عن ع) 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 





۱۰ كتاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتكامل 











(التعویض والتکامل) 


8 حاول أن تحل 


ارك) أوجد : 


(التعويض) 
- + لو اع |+ث = + لو |۲س۱-۲|+ث (التكامل والتعويض) 
1 وع اث ء س 


سن 
وس االو س (۔وس) ‏ داع وع (بالتعويض) 


(بالتكامل والتعویض) 

1 حاول أن تحل 
(ق) أوجد : 
10 


ماس (ب) 1 ۱ 


س( لو س)" 2 


وس 


ه سدم 


١‏ [ہ (س)ان 4 (س) وس ۔ دسا بن 


حبث ن -۱ 
ن ۱+۳ 0 20 


٢۔‏ د (س) 
١‏ د(س) 


حيث د (س) ٠‏ 
التكامل بالتجزئ 
إذا كانت ص٠‏ ع دالتين فى المتغير س وقابلتين للإشتقاق» فإن: 2220 
8 کع وص 
سو تا صن 5 لوک و - 
س0 
بتكامل الطرفين بالنسبة إلى س 


١‏ (صع)وس = 1ص حوس +اع دوس 


و (س) = لو |د(س)| + ث 


Integration by Parts 


کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


صع - اصوع ا يع ومن 
أى آن:.اص ۶ ع = ص ع .اع وص 
تسمی المعادلة السابقة بقاعدة التکامل بالتجزیء » وتستخدم لایجاد 
تکامل حاصل ضرب دالتین ليست آحدهما مشتقة للأخرىء ذلك باختیار 
مناسب لكل من ص ۰ ع بحيث یمکن حساب التکامل بالطرف الایسر 
بطر يقة آسهل من حساب التکامل بالطرف الأيمن» وتتبع المخطط المقابل 
كما يتضح من الامثلة التالية: 
فی مل 
(5) أوجد: 
68 اس مسو س 
© الحل 
نفرض آن: ص = س ۰ 
.٠.‏ وص وس 








التكامل بالتجزی 


.س٢‏ ھی س 


و ع =ھ ٣وس‏ 
ع اھ توس = هاس 


سے 


>2 0 


1 اس :هق وبين دس هت ناما هات و س = س هاس - هر تس + ث = هات (س -۱) + ث 
ملاحظة هامة: ٍضافة ثابت إلى الدالة ع لا يغير من النتيجة (أثبت ذلك) 
لإيجاد ] س'ھ سو س: 
نفرض أن: ص اس" 
ور ص = اس و ص ی 


ی نات | این تا امن 


وع دھ ٣وس‏ 

ععا هت و س = هر س 

اس هت و س 
= س هت - 1۲ س هت و س 


۷ س هناو س هرت (س -۱) +ث من | 


د هت تاس ]پٹ 


= هات [س۲- ٢س‏ +۲ ] + ث 


@ اس" ھ ٢۲۰۳ی‏ س 


کتاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتکامل 








طرق التکامل : - ۱ 


التقییم المستمر (المناقشة والحوال: 





حلا 


- - ×۲× ع + ث 


س - ۰ ۷ ۲-۱س" ث 
بوضع : ع = ٦س‏ -۔س؟ 


5 وع-(1-'_'س)وس 
| بھاوعدپُھع+ٹ 


۱ ۰ 
= هراس س + 


رم ر0 ا 
3 ۲ هر 





لو | هم ۲س +۲ ت 
ه 
١‏ : 
بت 
لو س 
ھ 


فى بند تفكير ناقد ص )٠١1(‏ 
2 ۱ [د(س)]ن د(س) وس 
بوضع : د(س) = ع 

1 ن - ن٣ا‏ درث - ١‏ 

7٣‏ که 


0 (س) بوضع وا‎ O 

اد لو [ع|+ث 

بين إلى الطلاب أنه من العلاقة :ا ص ء ع + ع ء ص 

تكون:.أ ص و ع = ص ع -.أ عو ص 

7 ناقش مع الطلاب ما ورد فى مثال (۷) ص )٠١1(‏ ومدى ارتباط 
الفقرة (ب) بالفقرة (ا) 


(س) وس دوع 
( د(س) ) ۱*۵ + ت 





لو | د(س) | +ث 





التقييم المستمر ( الحوار والمناقشة ) 





إجابات حاول ان تحل ٦‏ 
00 ص = س و ع ده اوس 
وص = وس ع و بر هت 
1 ص و ع = ص ع۔اعیص 
لج ا مس وس 


۱ ۱ 
< - 7 هم ۲س (س + )+ ت 


دلیل العلم - الصف الثالث الثانوی 


۱۰۱ 



















بوضع ص = س" و ع = هت "۲ و س 
وص = 
اصوعوصع۔اعء ص 


اس٢ھ‏ ۶۷٣و‏ س = س۲ مس" اھ س+"<ا ؟ س وس 


۲س زس اع < هس *۲ 


= س۲ ھ س+۳- ۲ اس هم س+۴ و س 
نکرر نفس العمل مع .اس هس۲۰ وس 
...اس٢‏ ھ ٣۶٣وس‏ 


0 ۲ ۳2 + +۳ 3 
= س ' ه ۲-۱ س هاس 3+ 5 هاس" ألاث 


إجابات حاول ان تحل ۷ 


Û) 


0 


وخ جو سں 


E 


209" لو (س+١)‏ 
اض = 





وس 
۳ 





= س لو رساو سس )وس 
دس لو (س +۱) -س + و ا 





1 
۰ ۲ 
بوضع ص > لو س لح وس 
١‏ 1 
وص - ل وس سن 
س 3 
لو س 


بت دص 
بوضصع ص 2 ۲ س ۲ ۵ و ع < هآ و س 
وص = وص - سل هر "اس 
س +٣‏ 
۳ مھ گے وس = ا(۲ س + ه) ه اس +2 هر هھ اوس 


۱۰ 


7( ٣س‏ +ه) هاس - لله اس اث 


تد و -اس ["س + ۱۰+ ۳] + ث 


- تد ه ٣٣س‏ ( ٦س‏ + ۱۳) + ث 


5 2 
بوضع ص = س و ع-(اس +۳)" وس 
و ص اع - (٢س‏ +۴)' 


۱ 
سس ۲ 
بے رر میں 7 صا سی ۱ 


(۲ س +" اس ی 


۱ 
۱ ۲ ۱ 
(۲ س +۳) (س -۲) + ث 


1 
۳ 


لاحظ آن: 
اختیار ص » ء ع يتوقف علی: 
١‏ ص آبسط من ص 


ف مثل 


۶-۲ ع اسهل من التكامل 


تكامل بالتجزىء 
(۷) أوجد 
() 1 وسوس © س لو س و س 
@ الحل 
(6 بفرض أن : ص - لو س بت وع وس 
و ع =| وس دس 





۱ 
1 لو س وس دس لو س-] س × و س 


















= س لوس - س + ث = س ( لوس -۱) + ث 
اه 55 


9 نفرض أن: عن داوس و ع = سئس 
۱ 1 ےک 
ئ ص= و باس و س = ب 
ص و اخ كباس ی - اس 
۱ ۱ ۱ 
اس لو سو س = س' لو س -.] م س٣×‏ وس 
- ج س" لو س - س" + ث = ج س" (لوس١١)‏ + ث 
61 حاول أن تحل 
0 آوجد : 


7 لو (س+١)ى‏ س 


9م مثال 
(۸) أوجد: 
10 ب وس 
©> الحل (س 
(1) لاحظ أن (س +۱)" أسهل فى التكامل 
بوضع ص = س هھ و ع-(س+١)‏ "وس 


و ص = (س ھ + هس) و س 4 ع ا 


س ۱۲ 


× هات (س +۱) و س 


(ب) (لوس + اس) وس 
تکامل بالتجزیی 


22 
4 
۲۷س+۱ 4 





س هت س هت 


سے سے = 8 
(س +۲۱ وس س+۱ س ١+‏ 


کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوی 


5 س ھ کنا هو س 
س٢٠‏ 


تس هاس + ھ سوس + ١‏ ۲ هت ۱ 
فن (و 8ل یہیۓ شی 
س +۱ س +۱ 


وع -(؟س + وى س 
گے ع (۱س )١+‏ 


۲۴۲ 


۳ بوضع صت ٤س‏ 


سو٤۔صو‎ 


س٤‎ 


۳ 3 
0 اك (٢س+5)۱×٤ی‏ 
لح يسني ۽ (كس +۱) سس 


۳ 

= ٣س‏ (۲س +۱)" 
1 اب 

٦۔۳۴‏ س + ق 


= ٣س‏ (لاس +۱ 
س (٢س‏ 0 


ر ٠س‏ -۲ (۲س + ])١‏ + ث 
E‏ (#س -۷) + ث 
61 حاول أن تحل 
(۸) أوجد : 

ب س 
a ۱‏ 


وس بطر يقة التکامل بالتعو یض؟ فسر اجابتك. 
بعض تطبیقات التکامل غير المحدد 


إذا علمنا أن الدالة ى تعطی ميل المماس (آو دالة هامش الربح أو معدل تغیر دالة) عند أى نقطة على منحنی الدالة 


د فانه پمکن أن نعرف الدالة ت من عملية التکامل غير المحدد للدالة ہی حیث: أد(س) ۲ س (س) و س 


پلاحظ أن هذا التکامل لا يعطى دالة وحيدة إذ بحتوی على ثابت اختباری یمکن تحدیده من البیانات المعطاة. 


9 مثال معادلة منحنی دالة 

(۹) إذا كان ميل المماس لمنحنی الدالة د عند أى نقطة (س » ص) واقعة عليه يعطى بالعلاقة مس (س) = 
فأوجد معادلة المنحنی إذا كان يمر بالنقطة (۲۰۱ ه) . 

© الحل 


س هات 


")١+ (س‎ 


جک اس )اضيا من )و س 


[من حل مثال ۹(أ)] 


الو ای ا می > د(س) 


5 هت 3 
06 د(س) اكيم 0۳ وس 5 ت 


هم 
.سس سے طم 
(۱ +۲)۱ 


:۰ منحنی د يمر باللقطة (۲۰۱ ه) فهی تحقق معادلة .. ۲ هم 


۷ھ ۹ : ھ٠‏ ۷ 
- 1 سیر حب س 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 





كفان الرياضيات البح د التفاضل والگافل 











8 حاول أن تحل 


(8) أوجد معادلة المنحنى المار بالنقطة (۱۰۰) والذى ميل المماس له عند أى نقطة (س » ص) واقعة عليه يساوى 


س ۷ س۲ +۱ 5 5 
#۶ نماینع-۱ $¥ 
اختر الاجاية الصحيحة من بين الإجابات المعطاة 
)اس (س۳+۲)* و س یساوی 
00 + (س۲+۲) دث (ب) حل (س1)۳+۲ + ث © + (س۳+۲)*+ث (ه) + (س۳+۲)*+ث 
© إذا کان 1 (۲س +۲) لو س ی س ص ع -.أ ع و ص فاٍن ص ع يساوى 
(1) ۲س لو س (ب) (اس+۳) لو س (ج) ل (۲س +۳)لوس ‏ (3) س (س +۳) لو س 
8 م ۲*۳۷ +رث (ب) + م "۲۰۳+ ن (ج)-م ۲۰۳۲+ رن (۵) ےھ ۳:۲ +ن 
باستخدام التعویض المناسب آوجد التکاملات الاتبة: 
(6) .اس (س -۲)*و س (ق) ۔اس' (س -۲)۲ وس 2 آس" (س۱-۲)* وس 
0 اس ۷س+ء وس (۸)ا(س'-١)۷س‏ + وس (8) اس' (س۲+۲)* وس 
سی سس ۱ 
1 ٣س‏ ۷+۲ وس س + ١‏ و س ہے 
۲ ۰ ه ۱-۶ 
10 ا 9 .اس ھ٣٣‏ وس و2 ۳+ س 
9 الو ەس لد 9 آ(لو سک کت 
ه سی س لو س 
باستخدام التجزىء المناسب أوجد التكاملات الآتية: 7 
9 1 ءس ھ "سوس 69 ا س ھ توس 
9ا س* و سوس 9 الو سء س 


١ 9‏ (لو س) "ی س 

69 الوس © 1 (س+١)ھ‏ دیس (€ اس (لوس) "ی س 

أجب عن ما يأتى: 

© أوجد معادلة المنحنى الذى ميل العمود عليه عند أى نقطة (س » ص) هو ۳- س ويمر بالنقطة | (۰۲ ۳). 

© اذا كان یل المماس لمنحتی عندنقطة (س, ص) واقعةعلیه هو سب ا آوجد معالةالمنحنیعلمّابأن 
المنحنی يمر بالتقطة (۰ ٠٠‏ ) 

ا ت 1 س -د( (س) إذا كان > 


= اس +ب حیث | ء ب ثابتان وللمنحنى نقطة انقلاب عند 
النقطة (۰ 0 یھ > )٠‏ ثم آوجد القيمة العظمی المحلية لهذا المنحنی. 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 





إجابات حاول ان تحل ۹ 
معادلة المنحن قدا بر 
ھا سس س١‏ وس 


: 
٢ ۲ ۱‏ 7 
ہو * م (س؟۱) مت 
ص = > (س"+١)‏ +ث 
١‏ 
۱ < مت 
۱ ۲ 
ہر 





طرق التکامل 5 ١-‏ 


حلول تمارين الدرس )١-5(‏ 

ریب 02د رک ب 

رت بوضع : ع -س؟ - وع -؟ س وس 
(ع ۱۰ دس ,وس دی و ع 


x ° + 1 
Py O 


see = مدع‎ +e) gl 

دج عاج م ع٦‏ + ث 

٦ =‏ (س۲- ۷)۱+ 7۴ (س۲- 1)۱ + ث 
(۸) بوضع ع = س +۱ e‏ 

با[(ع- 0 - ۱ ۰ وع 

ا((ع E ۲-٩‏ وع = (س+١)‏ ۲- >( س + ۱ + ث 
(5) بوضع ع دس +۲ وع <۲ س واس 

س - (ع -۲)۲ 


أ(ع ۲0۳۰ e‏ كت وو 
۴۳٢٣ 7‏ 


ج( ع-٣‏ )ع ع = ععع 
ا دا 20 ان 
٠ (۰‏ ]ٹن 


بو و 


کرو رس و اوہ ٥س‏ - وس" + ۱۳+ ث 
رف بوضع : ؟س١١١‏ دع ٤س‏ وس ->وع 


0 3 اہ‎ 
٤ 


× لے یع سے بد هب - ذم ١‏ +ث 


0 عو بے E‏ 


ا و ع -(-هاس+١)وس‏ 
x2‏ کے وو ہے کے 


= - لو | هاس + س |+ث 
ھ 


وع و س 


0 بوضع ع - لو س 
سا عع دع + ث = ج (لو س )+ +ث 


بوضع ص = س" ئ سی ورس 
۲ 
وخر انريفس اع 


۲ ۳ ۲ 
ارامت و س = ج س۲ هر س ا س ه س وس 


1 ا ا 
حالس سل ال سب یں د و" 


۲ 
١‏ 5 
= ھت (س؟۔۱)+ث 


دلیل العلم - الصف الثالث الثانوی ۱۰۳ 








خلفیة : 

سبق للطالب دراسة طرق التكامل غير المحدد وخواصه › 
كما تعرف على مفهوم التفاضلى واستخدمه فى تكامل الدوال 
بطريقة التعويض وطريقة التجزئ وفى هذا الدرس سوف 
يتعرف على تكامل الدوال المثلثية الأساسية ومقلوبات هذه 


الدوال متضمنة طريقتى التعويض والتجزئ السابق دراستها. 





مخرجات تعلم الدرس : 

فى نهاية هذا الدرس وتنفيذ الانشطة فيه من المتوقع أن يكون 

الطالب قادرًا على أن : 

× يتعرف قواعد تكامل الدوال المثلثية 

2 يستخدم قواعد التكامل فی حل تمارين على تكامل الدوال 
ا ثلشة . 

× يحل مسائل تتضمن تطبيقات هندسية على تكامل الدوال 
۱ ثلثية . 


مفردات أساسية 





قاعدة - دوال مثلشة - جدول التكاملات 


المواد التعليمية المستخدمة 


السبورة التعليمية - طباشير ملون - آلة حاسبة علمية - برامج 





رسومية للحاسوب . 


مكان التدريس : 


الفصل الدراسى 





مصادر الت لتعليم : 


كتاب الطالب من ص (۱۱۱) إلى ص )١1١7(‏ 


ينحصر إيجاد تكامل أى دالة فى البحث عن دالة آخرى ت إذا استخرجت مشتقتها 
3 ۰ 5 1 1 و 5 ی جا٭ 
وى جو سر یر وہ ت (س) وعلى ذلك فإن: 





< قواعد تكامل الدوال المثلثیة 


اد (س) وس = ت (س)+ث حیث ث ثابت اختيارى. 
بین أى العلاقات التالیة صحیحة: 
(ج) أقا'س و س = ظاس +ث 


(۳) جا س و س = جتاس + ث 

(د) اقتا" س و س = ظتا س + ث 

لاحظ آن: مقدار استيعابك للمشتقات الاولی للدوال المثلثية يساعدك فى إيجاد 
تكاملات هذه الدول 

من دراستك السابقة لمشتقات الدوال المثلثیة (کما فى تذكر) ء والجدول التالی 

لقواعد التكامل غير المحدد لبعض الدوال المثلثیة ء قارن بين مشتقات الدوال المثلثية 

واستنتج تكاملاتها ثم أكمل الجدول. 


التکامل غير المحدد 





Table of |ntegrals جدول التکاملات‎ < 


9 


۳ 7 
اجتاس ئ س - جا س + ث 3 
8 وس 
ا س 0 ظاس +ث و 
الأدوات المستخدمة 
اقتا 


3 اة علمية 


و 
7 


تحقق من صحة استنتاجك باستخدام تعریف المشتقة العكسية. 








کتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


× ذكر الطلاب بأن التكامل هو عملية عكسية للأشتقاق ء فإذا 
كانت ت مشتقة عكمية للدالة د فان : 
باه (س)ء س حت (س) + ث 
× اكد إلى الطلاب بأن مدی استیعاب الطالب وتذ کره لمشتقات 
الدوال المثلثية یساعده فی إيجاد تکاملات هذه الدوال . 
لذا ینبغی تل كير الطلاب هيدا بمشتقات الدوال المثلثية الاساسية 
ومقلوبات هذه الدوال مع آعطاء بعض الامثلة البسيطة علیها 
وذلك من خلال الجدول المدون فی اسفل ص (۱۱۱). 


التقييم المستمر (الحوار والمناقشة) 
5 ناقش مع طلابك ما ورد فى بند حاول أن تحل ص (۱۱۲) ء 
ص (۱۱۳) وتوصل معهم إلى الإجابات الصحيحة : 





[جابات حاول ان تحل 
رن) ).۱ ( جا س + قا" س) وس -- جتا س + ظا س + ث 
(۳ .| قاس (جتااس + ظا س) و س 


كاب الرياضيات اة د التفاضل والتكامل 
























تكامل الدوال المثلثية ٤۔۲‏ 


9 مثال جدول التكامل 

(۱) أوجد التكاملات التالية: 
8 | (جاس + چا س) وى س © أقاس ( ۳ - ظا س) و س 
)1 و س 16 وس 


۱-جتاس و 


35 ۱ ۱ ۱ عتا 
تذكر ان 
8 (- س + جتاس) وس اح سو س با جتا س و س 


= -جتاس + جا س + ث اس ۱ 


@ ۱(قاس - ظا س) قا س و س = ا قا" س و س تا قاامن نظا من فرش ۱ ظا" س - قا؟س 
= ظا س - قاس + ث ا 
@1- 
جتنا 
2 س کک جااس ا 
-1 قتا س ظتا س ى س - - قتا س + ث 
1 حاول أن تحل 
(1) أوجد: 


/ )| (جاس + قا" س) وس © ۱ قاس (جتا'س+ ظاس) و س 
جنا" 
(ج) اقتا س (ظتا س - قتا س) و س @ 1 تس و س 


ملاحظة هامة: 
۳ ۲ یل 
نعلم أن :اس ذى س = 2 + ث )۱( وبا خا و یں تا سس يناك (٢‏ 
ولتعميم النتائج السابقة أو جميع الصور القياسية للتكامل نلاحظ أنه بإضافة ثابت إلى المتغير المستقل س لا يؤثر 
على صيغة التکامل ء كماآن ضرب س فی المعامل | فإن التكامل يحتفظ بصيغته السابقة إلا أنه يقسم على هذا 
المعامل. 
لذلك نجد أن الصورة السابقة لكل من ۲۰۱ هى: 
اك 70 ت 
۷+ ب( وس = إن + )١‏ د 


»اجا (|س + ب) وس -- ہے جتا 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


9م مثل الضور القاس ناتکامل 
© أوجد : 
(1) جا (٢س‏ -ه) و س © ۔آقا' (ه- ؟س) وس 


اج "a‏ ) کے تن )وس (۵) اقا اس طا اس و س 


@ الحل 
(1) .اجا (۲س -ه) و س -- ج جتا (؟س -ه) + ث 
اب اق"( 6 -۲س) و س- - ل ظا (ہ - ۲س) + ث 
ا ( سا )و س- ہے ہا )+ث 

8 حاول أن تحل 

2ك) أوجد : 


® (جا۲س -ةقا! ؟س) و س (ب) 1 ٦ا٢‏ س (ظا۲س + جتا" ۲س) و س 


۲ جا"(۲ س -۲) 
+١([ 1 9‏ فتا' (٣س‏ -)] ۶ 160 کہ ہے ی 
9 مثال تطبیقات 
(*) اذا كان ميل المماس لمنحنی عند أى نقطة عليه (س ء ص) معطى بالعلاقة: 
+ = جا س جتا س » أوجد معادلة المنحنى علما بأنه يمر بالنقطة ( 7 


ودس 
© الحل 
Ep 1 ۰۰‏ ا ىدص 
o ۱‏ وکا اس 
TIO‏ 
ا امس ہیں ا ۳ 
٣۶۳ ۱‏ كاسن امن 
سو وس جتا ۲ س = جتا"س ‏ جا" س 


٢-۹ >‏ جااس 
× - ل جتا ٢‏ س + ث = - جتا اس +ث = ٢جتا"س‏ -۱ 


>> فهی تتحقق معادلة 


ادم جتا (۲×گ)+ثٹ 
۰ 5 ۹ 
7 معادلة المنحنی هی : ص - - + جتا اس +> 


کتاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتکامل 








تكامل الدوال المثلثية ٤٤‏ ۲ 


=| قاس جتا'س وس + قاس طاس وس 
بأجتاس و س +.أ قاس طا س و س - جا س + قاس + ث 
@ ا قتا س (ظتا س - قتا س) و س 

- .| قتاس ظتا س وس سا قتا" س و س 

= - قتا س + ظتا س + ث 


ا 
0 کک سا وس 


1 ا 
-١‏ جا س 


عار عا رر صر کات 


02 68 .| (جا ٣س‏ -قا٢۲س)ء‏ س 


-.أ جا ؟ س وس -.أ قا" ۲ س وس 
گاۓ ١‏ 
-- 2 جتا ٣س‏ - + ظا ٢س+ث‏ 


۲۱ س (ظا٢س‏ +جتا؟ ٢۲س)‏ وس 

با ٩‏ قا !س ظا ؟ سوس +1 قا ۲ س جتنا" ٢‏ سوس 
-۳ قا ؟ س + ٦‏ جتا ؟ سو س 
-۲ قا ۲ س +۲ جا ؟ س + ت 

+١([ |. +‏ ظتا' (٣س‏ -)] وس 
سا ھا (۳س اس ظتا اس -۱) + ث 


)د( 1 جا" (۲س۲) 


CTI ۱ 


ہے ےا جس ای 


© گج تعد -؟ 7جتا #س - ؟ #جا 2 س 


معادلة المنحنی ص = ۳ جا #س + ۲ حتا 71س + ث 
(۰۱- ۲) تحقق معادلة المنحنی 
-۲ - ۲ حا7 + ۲ حتا]7+ث ث۔۔٤‏ 


ص = ۳ جا س + ۲ جتنا س ٤‏ 


دلیل العلم - الصف الثالث الثانوی ۱۰۵ 





حلول تمارین الدرس (؛ - ۲) 
0 
2 ب 


7ای جن ام 
دا سا سای اساي سین او بر 
ارس یہ ظا ےن 


+» 
0 


9 ا جاه س جتا س و س = (جا٦س)‏ + ث 


0 .1 س" جتا (س۳+ه) و س 
اع = س +" و ع = ٣س"‏ وس 
ا جتا ع “ل وع = جا ع + ث - ل جا (س۲+۲) +ث 
۲ 
69 | جتاس ٤-‏ قا س ٤‏ س 
= جا س - 4 ظا س + ث 
(1۸) .أ (قا' س +۲+۱ جا" س) ی س 
اناك داوس ری عضا اس رك 


€9 ص ا (۱س + + قا" سيد ) وس 
ص = س۲ + × ؟ ظا س + ث 


: ١ TI ۰ آ۲‎ ۲ 

کت ج6 ۹ ہے کے 6ہ گے × ار 

۹ ظا 5 + اث 
ث = ۸ 


۱ 
ص = س۲ + ظا > س +۸ 


9 ص -.أ اقتا س وس 
ص = ا ظتا س + ث 
ہ٥‏ = اظتا لك + ث 
..+ث ده 


۲-اظنتا صفر + ث 


























تکامل الدوال المثلثية ۲ 





3 حاول أن تحل 
(۴) آوجد معادلة المنحنی الذی يمر بالنقطة (۲-۰۱) ومیله المماس له عند أى نقطة عليه (س » ص) هو: 
وص 


= 7۳ جناة س -7۲ جا7 س 
وس 


#۶ تماینع- ¥ 











اختر الإجابة الصحيحة من بين الاجابات المعطاة 
0 اذا كانت گس قتا" س» ص ۲ عند س = فان ص تساوی 
سن 


9 -۲-ظنا س 9 ٢۔ظتاس‏ (ج) -۲ - ظتا س (۵) ٥‏ ظتاس 
2 ۲۷ جتا"س و س يساوى 

(1) س + جااس + ث (بج) س +۲ جا ۲ س +ث 

@ س - + جا۲س دث لا س - جا اس + ث 
© ا قاء س ظا س ی س تساوی 

0 قاءس +ث © + قا* س +ث 

(ج) + ظا'س+ث (ه) ا ظا" س+ث 
© .| (مس + ۲) جا س وس تساوی 

9 (۲س+۲) جتا س +۲ جا س + رش (ب) -(۲س +۲) جتا س +۲ جاس + ث 

(ج) (٣س‏ +۱) جتاس +۲ جا س +ث )٥(‏ - (س +۱) جتاس ٢-‏ جا س + ث 
آوجد التکاملات الاتية: 
© 1 ۳۷ جتاس و س 2 ا قتا" (اس + ؟) و س (۷) اظاس جتاس و س 
(4) ۱ جاس جتاس یو س (9) 1(1+ظا'س) جتا"س وس () | (جاس -جتاس)" و س 
9 ا جتا"س جا س و س 9 .أجا' س جتاس و س 9 س' جتا (س۳+ه) و س 
63 1 (۳+جاس)* جتاس وس 09 1 قاس ظاس وس 1 وس 
9 .| (جتاس + قاس)"ء س ۵ | (ظا"س ؟ جا" س) وس (69) |(جتا'س + جتاس) و س 
أجب عن ما يأتى 


:6 إذا كان خن ۷- جا؟ س اوجد ص بدلالة س إذا كان ص = ه عند س- ٠‏ 
۲ 
€ أوجد معادلة المنحنى الذى يمر بالنقطة ( 3 7 + )٩‏ إذا کان ميل المماس له عند أى نقطة (س » ص) عليه 
يعطى بالعلاقة التالية: م = اس + ل قا" 
9) منحنى ميل المماس عند أى نقطة يساوى - | قتا" س حيث | ثابت فإذا كان المنحنى يمر بالنقطتين ( , 0) ء 
(۲۰۰) آوجد معادلة المنحنى. 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


كفان الرياضيات البحتة د التفاضل والتكامل 







٤٤۔۳‏ 
اللکا ٤۰1‏ ۳۳ 
نكامل _ 












8( فكرو ناقش _ 
تعطی التكلفة الكلية لمنتج بالدالة كء و هامش تكلفة هذا المنتح بالعلاقة 


7 ۱ 
The 1 0 






< استخدام النظرية الأساسية فی 





التفاضل والتكامل لإيجاد التكامل ك(س) ۲-۷ سے <٠‏ س < ٠١‏ 
المحدد. 
5 بعض خواص التكامل المحدد. 
ڈ العلاقة بين التفاضل والتكامل. 







حيث تقدر لَك بالآف الجنيهات» س الكمية المنتجة بمئات الوحدات يوميًا. 






مخرجات تعلم الدرس : 

في نهاية هذا الدرس وتنفيذ الانشطة فيه من المتوقع أن يكون 
الطالب قادرًا على أن: 

4 يتقن مفهوم التكامل المحدد. 

» یستخدم النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل لإيجاد التكامل المحدد. 
4 يتعرف على بعض خواص التكامل المحدد. 

4 يبين العلاقة بين التفاضل والتكامل. 


إذا تغير عدد الوحدات المنتجة من ۲۰۰ وحدة إلى ٠٠٥‏ وحدة يوميًا ما هو التغير 
فى التكاليف الكلية لهذا المنتج؟ فسر إجابتك. 











9 المصطلحات الأساسية ] لاحظ آن 
ہے نت 6ن تعیر عن الكمنة ١‏ 3 لمنتجة بمئات الوحدات. عندما يتغير عدد الوحدات من 
۰ إلى ٠٠٥‏ وحدة يوميًا فان س تتغیر من ۲ إلى .٥‏ 
عندما تتغير س من ٢‏ إلى ۵ فان التغیر فى دالة التكاليف الكلية ك يساوى 
ك(ه) - ۲(۵) )۱( 








© تتعين دالة التكاليف ك من العلاقة: ۵(س) ا لك (س) ئ س حيث 
قش سا مینست تک 










© من العلاقة (؟) نجد أن ك )٥(‏ - ك (۲) يساوى: 
[لا(ه) - ۰,۱ (٥)۲+ٹ]‏ - [۲(۷)-۱,+(۲)۲+ئۓ] = ۱۸,۹ آلف جنيه. 





ولا يعتمد على قيمة الثابت ث. 






5ا الأدوات المستذ و نے a‏ ۲ : 1 تة ۵ 
۲ الأدوات المستخدمة ۲ فى كبو ما توق قد ان الکالیت الك ممه باستخدام المشتقة العکسیة 


للدالة که والتى رمز لها بالرمز ا ك (س) و سء ويمكن التعبير رمزيًا 





< آلة حاسبة علمية ۰ 7 جھ 
مفردات اساسية 


< برامج رسومية 


7٦‏ 1 کہ رن 
۳ تکامل محدد 
وتعرف هذه الصورة بالتکامل المحدد. 
المواد التعليمية المستخدمة 

السبورة التعليمية - طباشیر ملون - آلة حاسبة علمية - برامج 


کتاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتکامل 


رسومية للحاسوب 


۰ ۰ تفت 
حلفنه: 
۰ 


هو 





ذكرنا فيما سبق تكامل (س) بالنسبة إلى س بأنه هی دالة مكان التدريس 
د(س) + ث وهو ناتج غير معين لعدم تحديد قيمة الثابت ث وهو الفصل الدراسی 
ما دعانا للقول بأنه تكامل غير محددء فإذا كان لدينا (! » ب) 
حیث | < ب فعندما س - افآن الناتج هو د()+ث وعندما سس اراتم 
ب فان الناتج هو د(ب) + ث فإذا حسبنا الفرق بينهما نجد أنه - الكتاب المدرسي من ص (۱۱۷) إلى ص )٥۲١(‏ 
د(ب) -۔د(ا) وهی لا تعتمد على الثابت ث لذا فان: 

رس ح1 ۳۳7 
وفي هذا الدرس سوف نتناول: 5 ناقش مع الطلاب ما ورد في بند فكر وناقش وتوصل معهم 
- النظر بة ا لحساب التکامل إلى أن حساب التکالیف الكلية ك يمكن كتابتها بالعلاقة 
- حساب قيمة تکامل محدد بالتعویض ك حا" “(س) و س = ك )٥(‏ - ك (۲) حيث تسمی هذه 
- التکامل المحدد للدوال الفردية والزوجية الصورة بالتکامل المحدد ثم توصل معهم إلى أن كانت د 
- العلاقة بين التفاصل والتكامل متصلة على نفس الفترة فإن: 


ا "دز ارس دت (ب) -ت (۱) 


دلیل العلم - الصف الثالث الثانوی ۱۰۷ 

























الربط مع التكنولوجيًا 
في مثال )١(‏ 


ا (اس۲-۲) و س ت٦٦‏ 
یمکن استخدام الآلة الحاسبة العلمية لایجاد الناتج على النحو 
الاتی 
(3) (-) )2( () سفق )3( CS CO‏ 
2 00 (4) تغ) 20 (ی) 6 
أخطاء شائعة 
قد يخطئ بعض الطلاب في كتابة حدود التكامل من اسفل إلى 


ع 


أعلى 
اكد على الطلاب بأنه با " د(س) ء س = ت (ب) -ت (1) 





| نر 1 ۱ n"‏ (الحوار والمنا م اعم ہد ۱ 
8 ناقش مع طلابك ما ورد فى بند حاول أن تحل وتوصل معهم 
إلى الإجابات الصحيحة. 


02 © ا (اس+۲)وس = [س۲+٣س]گ‏ 


۱۲ - ])۳-۱( - )+ (| = 


0 
لے ١‏ ۳ 5 جا 76 ۲ ۰٠‏ 5 
١ ©‏ سل وس -۱ اجا 2 ] ' جتا0ء ۲-۵ 


ن2 





في بند تفكير ناقد ص (۱۲۳) 

التكامل غير المحدد هو ناتج غير معين لعدم تحديد قيمة الثابت 
ث بينما التكامل المحدد هو قيمة محددة لأنها لا تعتمد على 
ثابت التکامل 


2 ا سض ی ارس 0 "5" 


1 
۵ 2 ۱۵ , د(س) ۶ س 


3 
1 د(س) وس = ۰ ۲۶ 


رہ 0 5 ا اس ا اس + |١‏ ی س 
با اس | وس 
٦.‏ ل ری ہرس 
وو سا 
Ly‏ رات مس 
+ ہا (س۲-ع) وس + ا + یر سیگ 


(لاحظ أن الدالة زوجية) 


فا تفلم __ 
النظرية الأساسية فی التفاضل Foundamental Theorem of Calculus‏ 
إذا کانت الدالة د متصلة على الفترة [1. ب] » وکانت ت ای مشتقة عکسية للدالة د 

على نفس الفترة فان: 


د(س)وسس-ت (ب) -ت ) 


ملاحظات: 
١‏ یسمی ,۱ " د(س) و س بالتکامل المحددہ ویقراً تکامل د(س) بالنسبة إلى س من | إلى ب» وهو عدد حقیقی 
تتوقف قیمته علی: 

( أ) الحدان السفلی والعلوی للتکامل المحدد أى على العددین أء ب على الترتیب. 

قاعدة الدالة د 


أما رمز المتغير س فیمکن استبداله بأى رمز آخر دون أن يؤثر ذلك على مقدار التكاملء أى آن: 
با" د(س) ی سرا " د(ص) وص ,۱ " د(ع) و ع 9 
ولذلك نکتب آحیاتا 
با د(س) ون مد 
۲ يعبر عن ت(ب) - ت(١)‏ بالصورة 
٣‏ یمکن الحصول على التكامل المحدد بإيجاد التكامل غير المحدد مع إهمال ثابت التكامل (لماذا)؟ ثم التعويض 
عن المتغير بحدى التكامل. 
٤‏ تطبق جميع قواعد التكامل غير المحدد وجدول التكاملات القياسية عند إيجاد قيمة التكامل المحدد لدالة 
متصلة» فإذا كانت دہ م دالتين متصلتين على الفترة [اء ب] 
فإن: 
N‏ با ار ا ره ە ‏ ہہ ٹہ" 


آت(س)] 1 أو ت(س) 11 


مر فور سرا ا 52 ۶ 





فی مثل 


0 آوجد التکامل المحدد للدالة د من س --؟ إلى س ٤=‏ حیث د(س) = ٣س'‏ - ۲ 


حساب قيمة تکامل محدد 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


© الحل 
الدالة د كثيرة الحددود متصلة على ع 
و 18 (٣س٢-۔٢)‏ ی س- [س٢۔‏ ٢سا‏ 
= [(٤)؟-٢(٤)]‏ - -۲)٢-([‏ (ۓ)] 
= 16 531۰-6-۸۸ ع 
8 حاول أن تحل 
() آوجد قيمة كل مما يأتى: 
O)‏ 05 (؟س +*) و س 


7 ۳ ٥ 
9 پچ ون لجا پا اجتا9ء‎ ۷. ۵ 


3ک ا فانها تکون قابلة للنکامل علی هذه الفتر, 





اک 
ما الفرق بين التكامل المحدد والمتكامل غير المحدد؟ فسر إجابتك. 
خواص التكامل المحدد Properties of Definite Integral‏ 


إذا كانت د دالة متصلة على [اء ب]ء ج 3 ] أء ب [ فإن: 


00١ ١‏ وس د(س) و س 


TT 3‏ 55 
۳۔ N‏ درا د(س)وس+ ا د(س) وس 
ف مثال 
ادا کات دادالةتميلة على غا درس وسا دا اید ا دزس) واس 
@ الحل 
5 د متصلة على ع .س -؟ تجزىء الفترة ]٥٥٢٥[‏ 


ضف ہا ایس 


حساب قيمة تكامل محدد 


اضف یو فيا ازس 
۳ ۳ 
,| د(س) وس -,۱ د(س) و س 
<1-(-ع۱) ۲۰ 
3 حاول أن تحل 
© إذا كانت د دالة متصلة على عء 0 د(س) و س = ۰۲۵۵ با فزن اسر هده اسب ا د دي 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 





كفان الرياضبيات البحتة د التفاضل والگافل 








® مثال حساب قیمة تکامل محدد 


© آوجد.۱ اس-۱۳ء س 
۱ 
© الحل -(س - ۲) عندما س < ۳ 
من تعريف دالة المقياس نجد أن اس - ؟| = 
س - ۲ عندما س >> ۳ 
٥‏ ۳ 0 
.ا اِس۔٢|ؤوس‏ ع ہا إ|س-#|وس +ہا اس۔٢|وس‏ 
۳ 0 
۳ (۳-س) ء س 1 (س - ؟) و س 


سس س٢‏ 
-[۲س -چ]. +[ ع ۲س ]مب 























= (۹- )+ كك و١‏ +ه) ۳ ۱ 
لاحظ أن المساحة الملونة 
اتل حاول أن تحل تساوی ۳ وحدة مربعة 
2 آوجد: 

® ,۱ اس+۱| وس © با اس۲-؛اوس 


9 مثال حساب قيمة تکامل محدد بالتعویض 


© آوجدقيمة ۱ اسب س'+” وس 
© الحل 


یمکن الحصول على التکامل المحدد بإيجاد المتکامل غير المحدد آولاء ثم التعويض عن المتغیر س بحدی التکامل: 


آولا: 
لإيجاد س ۷ س۲۳ وس نضع ع = س ۲٣‏ دیع <۲س وس 


اس س7 وس ا س ٣+‏ وسوس = اماع وع (تعویض) 
- چآعاوع-(ع +ث (تکامل) 
= یا (س۲)۳+۲ بث (تعویض عن ع) 
ثانیّا: 
e 01۲‏ 
NOMI}‏ ۳۷۷ 


کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


38 حاول أن تحل 
(ك) آوجد: 
9لا .٦س٠‏ 6س" وى س 
لاحظ أن 
3 یمکن حل مثال ٤‏ مباشرة بإيجاد قيم ع المناظرة لقیم حدى المتكامل (س ٠ء‏ س = ۴) 


عند س = ٠‏ لاع سنا 3 عند س = ۲ ۱۲ 


۳ س +۴ وس 


۱ ۳ ۱ ۲ بل ۱ 0 
ا ساس +۴ وس ہا عوس-[۲ع],۷ 


۳۱۸۷ - OVO] دح‎ 


۲- فی بند حاول أن تحل ٤‏ ب: د(س) = س٣ا‏ س"+۲ دالة فردية 
وفی بند حاول أن تحل "ب: د(س) = اس" - |٤‏ دالة زوجية 
للدوال الفردية والدوال الزوجية فی التکامل المحدد الخواص التالية: 
-١‏ إذا كانت الدالة د متصلة وفردية على الفترة [-أ» |] فان: 
0 0 
ا د(س) و س = صفرًا 
"- ذا كانت الدالة د متصلة وزوجية على الفترة [-أ» أ] فإن: 


1 د(س) و س ۲ 1 د(س) و س 


باستخدام الخواص السابقة تحقق من صحة إجابتك فى حاول أن تحل ٤ ٣٣‏ 
ف مثال التكامل المحدد للدوال الفردية والزوجية 
(۵) آوجد: 
۲ س"-۲س 
® ,1 س" +۱ ک (س) 
© الحل 
ا ددالة متصلة على ع 


3 
© (س۱-۲) وى س 


5 (-س)"-؟(-س) _ س"-لاس 
۰ د(-س 5 (-س) +۷ سے ۲ = - د(س) 


5 س٢۔‏ ٣س‏ 
۲ سن" +۱ 


.٠‏ ددالة فردیة ویکون: _ - صفر 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتکامل 











التکامل الحدد ۶ - ۳ 





التقييم المسنمر (الدوازوالمناقشة) 
iJ 0‏ 9 1 - اس(۲۵-س۲) ۲ و س 


جع جد |۲۵ وت 


ا س؟ماس۳+۱ و س = صفر 
لاحظ أن الدالة فردية 
المساحة الموجبة + نفس المساحة السالبة - صفر 
× آشر إلى طلابك ملاحظة حل المسائل التی تکون فیها الدالة 
فردية والتی تکون فیها زوجية 
- إذا كانت الدالة فردية على [-ء ا] 





۱ 
۳ د(س) و س- صفر 
- إذا كانت الدالة الزوجية على [-اء ا] 
٦‏ 1 
فان ا د(س) ی س۲ ا د(س) ئ س 
في بند تفکیر ناقد 
يهدف إلى تنمية مهارات الطالب فی تكامل حالات خاصة من 
الدوال وهى الزوجية والفردية 





التقييم المستمر (الحوار والمناقشة) 


0 8 دس( کے ہے۔_ 


۲-۷۱ ۱+ س۲ 
۰ د(-س) = - د(س) الدالة فردية 
7 د(س) و س = صفر 
'.' د(-س) = ۶ + 7 جتا (-۲س) 
- ۶ +7 تا اس دالة زوجية 
1 
(7+۶ جتا۲س) ءوس 


1 
7۲۸-۰ Xx سد‎ + 7 ٤[ - 


دليل المعلم - الصف الثالث الثانوى ۱۹ 












































التقييم المستمر (الحوار والمناقشة) 


1( ناقش مع طلابك ما ورد في نبد أن تحل وتوصل معهم إلى 


إجابة حاول أن تحل 


رح © لد - ہے 


وس ات ن هد ء س = س هاس 





5 و 
© كت خخ را" ١‏ وع ١‏ 


و من. ٢‏ د" ١+س"‏ 


ی کے سر جح ۰ ۵ 


۲ 


۲ 
.. کے 09 5 
تک و س" 1 (ن + ۳) و عن ک۸ 


د رس ۱ ۲۳ 





وس 





0 ا سك لو ((س۱+۲)]ء 
=1 لو (س" +۱)]؛ 
= لو ه 
.ا و (ن"+۱) ون -صفر 
,لے برسم 


و 1 
0 جو 206 لات ہس (؟س"- وس" + ك) 


۰ د(س) = 1س" - ١١س‏ 


با د(ع) دع =۲ ٩-۳)‏ )1+ ك 
ون ۲ +۵ سه لب ۷ 


حلول تمارین (۲-۶) 


ا د دالة كثيرة الحدود متصلة على م 

۰ د(-س) = (-س)۱-۲<س2۱-۲ د(س) 

۳ ۳ 
.. ددالة زوجية ویکون: ہا (س۱-۲) وس 1.۲ (س۱-۲) وس 
-۲ [ س۲-س] 2۱۲-۲ ۱۲ 
3 حاول أن تحل 
(0) آوجد 
: 
١ ®‏ سپ وس 9 ا (2+4 جتا ۲س) ءوس 
س‌‌ 
تفکیرناة 
۱ إذا كانت د دالة فردية متصلة على الفترة [-0۰۳] ۱,۰ د(س) و س -٩ما‏ قيمة ,ا د(س) و س؟ 
٢‏ إذا كانت د دالة زوجية متصلة على الفترة [ E‏ خن e‏ 
۳ 

1 د(س) و س - 1 ماقيمة _ 2 د(س) ی س ؟ 











العلاقة بين التفاضل والتكامل 
تمهيد: 
© إذا كانت الدالة د: د(ن) = ٣ن"‏ -٤ن‏ +1 متصله على الفترة [231 5] 

وکانت ت(س) عہا”ذ(ن)و ن حیث س 3 [3ه] فان: 


فا ا ہے تم سرت 
ت(س) ,۱ (۲ن۲ -غن+) ون إن" أن" + ان | 















۲ و 
ت(س) - و ےئ 





أىأن: ت(س) .2 سرا" د(ن) ىن = د(س) 


6 ل حقیقی أو دالة فی متغیر كما پلی: 
للا التكامل المحدد کعدہ حقیقی التکامل المحدد كدالة فى س 














> رب سج] ت دالة فى المتغير س 
ثابت 
023 د(س) وى س 1 د(ن) ون 
ےس نے Ea‏ ۱ سپ 
إذا كانت الدالة د متصلة على الفترة [اء ب] وكان ,| " د(ن) یو ن مشتقة عكسية للدالة د 
على الفترة [ [اءب] » فإن: 


بش با "در ن) ىون = د(س) لكل س 3 [اءب] 
أى أن: مشتقة التکامل المحدد بالنسبة إلى الحد العلوی (س) تساوی الدالة المکاملة بعد استبدال متغیرها بالمتغیر س 


کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوی 


فق مثال ‏ العلاقة بين التفاضل والتکامل 
() باستخدام النظرية السابقة آوجد شش لكل مما يأتى: 
9 سس 
© الحل 

وض ۰ :4 س 
© کا 


وس وس 


س٢‏ 57 
۷ئ (ب) ص - ۷ آن جان ون © ص - ,1 جتا 6 و 0 


3 س 
لو (ع+0 کا لو (ی+) 


0 
(ب) کے ٦ن‏ جان وان سک [ ٢ن‏ جان و ن ] = -۲س جا س 
وس[ وس س فس 





9 لعا هك ,7 جتا8, 0 ۳ر ی 
(ج) ك بوضع ع۔س 


دس ودس 


وس وع وس وع ١‏ 


8 
= جتا ع حك - ٢س‏ جتاس" 


مر كاضر کي کے ۳ ّ ا جتا6 ء ۲6 
0 و.سن 


3 حاول أن تحل 
© آوجد خن لکل مما يأتى: 
(1) ص =1 ”نھڈون © ص .ا وع 
9 مثال العلاقة بين التفاضل والتكامل 
© أوجد قيمة كل مما يأتى: 
۱ جاعه عا 1# اباس )وس 
© الحل 
() من الملاحظ أن قيمة التكامل المحدد . 71 ع جا'ع وع تكون عددًا حقيقيًا ثابًا ولیس دالة فی متغير. 
ا جااع وماد 
من تعريف المشتقة العكسية: إذا كان ت (س) = د(س) فإن: 
| د(س) وس ا ت (س) وس = ت (س) + ث 


آی‌آن . ات [ت(س)] وس -ت (س) +ث 
- 


ا نے [س ھ7] وس - لاه ]۱ ده 
تم إغفال إضافة الثابت ث لعدم تأثر التکامل المحدد به. 


کتاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتکامل 





۱1۰ كنات الرياشبيات الد التفاضل والتكامل 




















3 حاول أن تحل 
(۷) أوجد ناتج كل مما يأتى: 
)0 الو( اون 


82 له 


سا 
(۸) إذا کان ,1 
© الحل 
من النظرية السابقة س , ۰0 د(ن) ون = د(س) 
د(س) = (س ۔ ٣س‏ 37ف = ٤س"‏ - 1س ۲ 
لإيجاد قيمة ك نضع س - ؟ فى العلاقة المعطاة. .. ,ا د(ن)ىون- ت(١)-‏ صفر 


۲ 
أى أن (۶)۲ - ۲)۲(۳ +ك - . ك 2 2۱۱-۱۲ 


ارت و 


وس 


لو (ن" )١+‏ ون 


د(ن) ون س*- ٣س"‏ + ك حيث ك 3 ع أوجد د(س) قيمة الثابت ك 


[ حاول أن تحل 

إذا کان .| " د(ع) وع = س"- هس" + ك حيث ك ثابت أوجد د(س)ء قيمة الثابت ك. 
8ا مہرءےم BR‏ 

اختر الاجابة الصحيحة من بين الاجابات المعطاة 

0 إذا كانت ت(س) = س" + ١‏ مشتقة عكسية للدالة د فإن ,۱ د(س) وس یساوی: 


١ © ۲-8‏ (ج) صفر 


٥ ٥ ۳‏ 
© إذا کان ,۱ د(س) ی س ٢۱ء‏ ,1 د(س) دس ۱۹ فان ,ا د(س) ی س يساوى: 


(1) -۲۸ (ب) ع (ج ٤ء‏ ( ۵ ۳۸ 


5 کات دزیر ات اور دقان اس او بعاد 
(0 -۱ صفر ١‏ 
© إذا کان +۱" د(ع) و ع = اس" - اس" +ه فإن د(١)‏ يساوى 


ھا -- ۱-9 2 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


التكامل المحدد وتطبيقاته 
أوجد قيمة كل مما يأتى: 


لا راس © ,۱ («س۲-ء 


1 @ E 1 0 


5 


19 اس - ۱| وس .ا س (س +" ۱,8 س 


» 1 ا فن 
س٢‏ س ١+‏ و س 
۳ س ١+‏ وى س 


© .1 ؟جامع وع 69 ,۱" ظا ع قا" ع وع © .۱ (۷س-۷مت)وس 


اجب عن ما يأتى: 
0۵ إذا كان , ٦‏ د(س) و س - ۰ 7 جر 


ر0 IL‏ [د(س) + م(س)] وى س 0 با اد 


8 ذا كان ددالة متصبلة علی الفعرة [-6 کہ د(س) وس ۰۴ الحسب یڈ 
® ا آد(س)+۲]ءس O‏ 


س) و س = = ۔٢‏ احسب قيمة 


ہ(س)اؤوس © 05 ٣ص(س)‏ و س 


س) وى س »د فردية رع 08 د(س) وى س» »د زوجية 


أوجد , 1 د(س) و س 


69 إذا كانت د(س) - 
س عندما س > ۲ 
62 إذا علم أن ,| 


أوجد مشتقة كل مما يأتى بالنسبة إلى س 


إع) و ع ٤=‏ س" - ٣س‏ + ج أوجد د(س) وقيمة الثابت ج 


, ای (ع+۲)۱وع 
19 (لو س)۲ ۶1 


60 ۰ (ع۲-۲ع+۲) و ع 


© ۳۱ جتا 01ء0 ® اص جاع وع 


(س " و س) و س 


52 1ك (؟س"+ه) وس 


© با یک (مس') وس ئ, ٦‏ 


کتاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتکامل 





التکامل الحدد 


۲ 0 
© س" (س5+١)‏ " واس 
١ | 0‏ +× 
کی سن لاحن 
٤‏ 
کت ۳ 
2 (س۰۲)۱+۴۶×ع)؟ 


0 (س 


3 ۶ 
۲ د [۶۹؟۔-۔٤]تے‏ ۱۷,۷ 


0 ھی -۷هس) وس 
داش - ۷ هس ]= -٩(‏ ۷ ه-؟] - (-۷ه) 


= ۲۵۷۹+ ۷= ۱1- ۷ھ 


1( 9 


1 [د(س) + ر(س)] ۶ س 


ا 
د 1ه 
(1 
ےر 
ج ا د(س) وس- ٦ - ٣×٢‏ 
2 9 د(س) وس 


= [۲س]" 5 سے (۲-۱۸) - ۲۰ 


© گے با" د(ع) یع -د(س) 


- ] ۲وس +۱" س و س 


لايجاد قيمة ح نضع س - ١‏ ان العلامة 


سے دبا" (ع +" وع ب کل 


n‏ + س 


گے با" ات جا ع و ع = -هس جا س 
©" (لو س)۷ 5 س - صفر 
(۴۷) ۲ (س۲+ه) 5 (۵+۲۷) - هم 


دليل المعلم - الصف الثالث الثانوى 


ا ریس ات اس > ۱۰ - 


ا لاش رس )كس 


.. د(س) = (۶س" - لاس + ح) = ۱۲ س - ۲ 


امع جاح عا امع جاع دع 





۳۔٤‎ 


© © 1 * ظاع قا'عوع = + اقا ع] ١‏ - + [۲] -۱ 


۸ < 


۶ ۶ 
ات‎ E, 


س 
69 با EES‏ - ٣س‏ + ۲ 
و س٢ ٢‏ 5 و ص ۰ ۳ 
9 بش با (ع + ۲) کک جس بوصع سن دن 
أ لأسن د ئل تق ۔_ فض ےی تك 
و س و س ون و س 


١1١ 










*- > 


5 ے کے المستوى 





خلفية: 

مكاملة الدالة هو نوع 
التعمیم لكميات قابلةللتجزئة 
مثل المساحة أو الحجم 
الكتلة أو أى مجموع لعناصر 
منتاهية في الصغرء ويستخدم 
التكامل المحدود لدالة متصلة 
من س = | إلى س = ب وأسفل منحنى الدالة لإيجاد مساحة تلك 
المنطقة وذلك باستخدام العلاقة: م - ,1 " د(س) و س. 








محرجات الت 
في نهاية هذا الدرس وتنفیذ الأنشطة فيه من المتوقع أن یکون 
الطالب قادرا على آن: 


» یتعرف على الساحة آسفل منحنی الدالة على آنها تکامل محدد. 
4 یو جد المساحة الحدودة بمنحنی دالة وخور السینات على فترة 
4 يو جد المساحة الحدودة بين منحنين متقاطعین. 


مفردات آساسية 





مساحة - وحدة مربعة. 


المواد التعليمية المستخدمة 
السبورة التعليمية - طباشیر ملون - آلة حاسبة علمیة- برامج 





رسومية للحاسوب. 


الفصل الدراسی 





مصادر ۱ لتعلم 


کتاب الطالب من ص (۱۳۱) إلى ص (۱۳۹). 


و 


ود سپ 
. ریسا سس 
ي” 5 


-١‏ احسب المساحة الملونة فى كل من الأشكال التالية هندسیا. 





< التعرف على المساحة كتكامل 
محدد. 

2 إيجادالمساحة المحددة بمنحنى 
دالة ومحور السينات على فترة 
ڈ ایجاد المساحة المحددة بين 






















































































اس 
الشکل )١(‏ الشکل (۲) الشکل (۳) 
38 سس" س) و س حیث د(س) معادلة المنحنی ۱ 
والمستقيمان س = اء »> س = ب يحدان لمنطقة الملونة. 
۳ قارن بين مساحة کل شکل وناتج التكامل المحدد له ماذا تستنتج؟ 
أولا: مساحة منطقة محددة بمنحنی الدالة د ومحور السینات فى 
الفترة [اءب] 





إذا كانت د دالة متصلة على الفترة [أء ب] » د (س) > ۰ فی هذه الفترق 
م مساحة المنطقة المحددة بمنحنی الدالة د ومحور السینات والمستقیمین 


سداء س - ب فان: 










5 ۹ الأدوات المستخدمة ) 


3 آلةحاسيةعلمية 


مہا د(س) ی س 







< برامج رسومية للحاسب الالی 


9 مثال ساحة تحت النحنی 

)١(‏ يبين الشکل المقابل منحنی الدالة د حيث 
د(س) = ۱ + ٤س‏ - س" آوجد مساحة 
المنطقة المحددة بمنحنی الدالة ومحور 

السینات والمستقیمین س ١۱ء‏ س ٤=‏ 


د(س) ٢٤+‏ س-س 


































كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 


2 ناقش مع طلابك إيجاد المساحة اسفل الخطوط المستقيمة 
الموحدة فى صفحة (۱۳۱ والمحدودة بالمستقيمات المبينة 
بالشكل من خلال إيجاد مساحة المستطيل أو شبه المنحرف 
لدوال خطية 

لا أوجد هذه المساحات باستخدام ,با " د(س) ء من حیث 
د(س) معادلة المنحنی والمستقیمان س = اء س = ب يحددان 
المنطقة الملونه » ثم قارن بين هذه المساحات في الحالتین 
السابقتین . 

5 عمم ما توصلت إليه كما ورد في النظرية الموضحة في ص 
(۱۳۱) وذلك لایجاد المساحة تحت المنحنی. 


كاب الرياضيات اة د التفاضل والتكامل 






































































© الحل 
د متصلة على الفترة [١ء٤]‏ » د(س) > ۰ لكل س 3 [۰۱ ۶] 
3 3 
e‏ د(س) و س = ,| (۶+۱س -س) وس 
< [س +۲س۲- سم -[۳۲+۶-]-[۲+۱-] 
- ۶-۳۹ - ۳۲+ - ۱۲ وحدة مربعة 
8 حاول أن تحل 
)١(‏ آوجد مساحة المنطقة المحددة بمنحنی الدالة د ومحور السینات والمستقیمین س = -۱ س - ۲ حیث 
د(س) = ۲س۲ +۱ 
تفس نات 
بين كيف يمكن حساب مساحة منطقة فوق محور لسینات ومحددة 
بمنحنی الدالة دء وأحد المستقیمین س = ۰1 س = ب (المنطقة م,) 



































لاحظ آن: 
© لایجاد المساحة یفضل إيجاد آصفار الدالة حتی لو أعطيت حدود 
التکامل والتی تجزی مجال الدالة [أ» ب] إن وجدت إلى فترات جزئية. 
© دراسة إشارة الدالة على الفترات الجزئية إن وجدت فاذا کانت: 
> موجبة أى د(س) > ٠‏ على الفترة [اء ج] فإن م١‏ را د(س) یس 


> سالبة أى د(س) < ۰ على الفترة [جے ب] فان م, | ۱" د(س) و س| 


م مال سحه فوق محور السینات ومنحنی دالة 

(۲) آوجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنی الدالة د: د(س) = ١‏ ۳۲ س +۲ والمستقیم س ٣>‏ وفوق محور 
السینات. 

9 الحل 
نوجد آصفار الدالة بوضع د(س) ۰ 


او گا ۲ س +۲ ۰ 
.". المساحة المطلوبةم ‏ 1-2" 


1 د(س) وس 
٦ ۳‏ اس عم ینس[ 


أى أن: س = ١‏ + 


إشارة د 
دز € ۱ 


د(س) < ۰ 


r 
ات‎ )۲ + س٢(‎ x 


۱ 
دي ۴٣٣‏ 5 0 
< [۸ عم( ) -5 وحدات مربعة 


کتاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتکامل 





المساحات فى المستوى 5-5 


63 حاول أن تحل 
8 £ 
0 أوجد مساحة المنطقة المحددة بمنحنى الدالة د: د(س) = جم والمستقيم س ٤-‏ وتقع فوق محور السينات. 


فی مثل 

(۴) إذا كانت د: ]-۳۰] > ع حيث د(س) -س۶-۲س آوجد مساحة 
المنطقة المحددة بمنحنی الدالة ومحور السینات وتقع آعلی محور 
السینات. 

© الحل 
نوجد نقط تقاطع منحنی الدالة مع محور السینات (أصفار الدالة) 


المساحة بين منحنی ومحور السینات 





د(س) = س" - ٤س‏ = س(س"۲ -۶) = س (س - ۲) (س + ۲) 























عندما د(س) = ۰ أو س 2 ۲ أو س 2 -۲ 


2% س = ۰ 
بدراسة إشارة الدالة د نجد 


د(س) > ۰ على الفترة ٠-[‏ ۰] وعلی الفترة [۲ ۳] 


1" ی ا این 


.. المساحة م دم + م, 


= 
۱ ۱ ۱ 

= ج س*- ۷۲س۲] م +[ س*- ۲س ]۲ 

۔) 


۸۱ 
خر ۔۱۸۔-(٤))‏ 
- لبك وحدة مربعة 
ملاحظة هامة 
لتعيين المساحة بين منحنی الدالة ومحور السينات والمستقيمين س --؟» 
س - ١‏ كما فى الرسم المقابل. 
نحد أن: 


د(س) > ۰ عندما س 3 [-۰۰۲ ]> د(س) < ٠‏ عندما س 3 [۱۰۰] 





08 المساحة م ۶مم 




















= ,1 (س-٤س)‏ وس +[.|'(س٢-۔٤س)‏ وس | 
۱ 8 ۱ 
= [ + س*- ۲س ] + | س*-۲س ]| 
۱ ۷ ۳۳ ۳ 3 
٤=‏ + |(-۲)-۶2|۰ +|-|< > وحدة مربعة. 


کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوی 








الساحات فى الستوي : - 6 
فى بند تفکیر ناقد ص (۱۲۶) 
× يهدف فی هذا التفکیر على أنه إذا كانت إشارة الدالة 
د حيث د(س) < ۰ على فترة محدودة [ح . ب] 
فان م -| 71 د(س) ء س | 
اجابات 
[ا٠ب]‏ المنحنی آعلی محور السینات 
[ح» ب] المنحنی أسفل محور السینات 





| نی 1 ۱ nn‏ (الحوار والمنا فم ہم ہد ۱ 
× ناقش مع طلابك ما ورد في بند حاول أن تحل وتوصل معهم 
إلى الإجابات الصحیحة 


حلول 

حاول أن تحل ١‏ 
د(س) ٣س‏ ۱+۲ > صفر لكل س 3 [-۲۰۱] 
7 ما (اس ۱+۲) و س = [س "جس] , 
م = (۲+۸) - (-۱-۱) = ۱۲ وحدة مربعة 


حاول آن تحل ۲ 


٤اس‏ 
د(س) ھی ۱+۲ د(س) = ٠‏ 


اشارة د(س) تتوقف على اشارة البسط 


د(س) > صفر فى الفترة [.»۰*[ 


د(س) < صفر فى الفترة [-0*..] 
۽ ۶س ٤‏ ٢س٤‏ س 
مر وس ب بی 


- ۲ [ لو تر تن لو ۵ -۱ وحده 


ھ ھ 


دليل المعلم - الصف الثالث الثانوى 


۱۱ 















































































































المستمر (الحوار والمناقشة) 





حاول أن تحل (۲) 
ص = ٢٢٣٢س‏ - س" - صفر 
(0-س)(١١1+س)‏ 


س = ٣ء‏ س = ۱ 


١ ۳‏ 
۱ 
ہۓ ٢‏ 
۱-۶ (۲+۳س - س') وس 
۱ 
[كس +س۲- ىسا 
۱ 
OE‏ ) 
م ۳۲ 
۹ ےھ 
حاول أن تحل )٤(‏ 
۱ 
د(س) ۱١‏ - س بس !> صفر فی ]١١1-[‏ 


٦ ١ ١ ۳ 

محا 2-10 س٢‏ ) و س -[۱۲س ۔ س٣,‏ 
۱ ۱ 5 
)۲۱٦× -۷۲(<‏ - (صفر) - ۶۸ وحده مربعة 


تكلفة تعطیة الممرات الخمسة 


۰ 


EA × ۵ =‏ × 2۰۰۰ = ۰۰۰ حلا 


٠‏ وو 


ارشادات للدراسة 





۳ لإيجاد المساحة لمنطقة مستوية محصورة بين منحنيين 
وباعتبار أن د ء ر دالتين متصلتين » نوجد نقاط تقاطع تلك 
الدالتين ولتكن [ا ء ب] ثم يبعث إشارة كل منهما لتحدد المساحة 
بينهما وطالما أن المساحة > صفر تتکون المساحة المطلوبة هی 
)ا ۱ 


التقييم المستمر (الحوار والمناقشة) 
× ناقش مع طلابك ما ورد في بند حاول أن تحل وتوصل معهم 
إلى الإجابات الصحيحة 


حلول 

حاول أن تحل ٦‏ 
توجد نقط مقاطع المنحنيين 
س5 -؟-5- (س ۲+ ٢س‏ + )١‏ 
؟ س "+ ۲س ٤‏ = صفر 
س۱ا 620 س ۲۰ 


١ 
ا (ص, -ص,) وى س‎ 





8 حاول أن تحل 
(۳) أوجد مساحة المنطقة المستوية المحددة بالمنحنی ص - ۳+ ؟س - س" ومحور السينات. 


أوجد مساحة المنطقة المستوية المحددة بالمنحنی ص ۳+ ۲س -س' والمستقيمات س - -۰۱ س - ۶ » ص = ۰ 





قق مثال تطبیقات معمارية للمساحة 


(8) صمم مهندس مدخل فندق على شكل قوس معادلته ص - - ج (س - ۱) (س -۷) حيث س بالأمتار فإذا عُْطى 
هذا المدخل بزجاج تكلفة المتر المربع الواحد منه ۱۰۰۰ جنيه كم تكون تكلفة الزجاج؟ 

© الحل 
تیا الب ال 
تکالیف زجاج مدخل الفندق = مساحة الزجاج بالامتار المربعة × تكلفة المتر المربع الواحد 
بفرض أن التکالیف الکلیة ك جنيهًا ء مساحة الزجاج م متر مربع 
55 © 
إيجاد مساحة الزجاج: 


باعتبار المستوى الأفقى محورًا للسينات معادلته ص - ٠‏ ومعادلة قوس 
مدخل الفندق ص - د(س) حيث: 





۱ 


-ح (س -۱) (س + ۷) 



































۰ عند د(س) = ٠‏ فان: س = ١‏ أو س = ۷ س ۷ 


فتکون د(س) > ۰ لکل س 3 [۰۱ ۷] 


المساحة م تا - + (س -۱) (س - ۷) ی س - ,1" (- س + 6س - )ی س 













٥ ٤۹ ۷ ۱‏ 
< [- دس" 1 لاس" - چس] ۲ = ۳ - (- 2) -۱۸() 


Veena اك‎ 





آی آن: تکلفة تغطية مدخل الفندق بالزجاج تساوی ۲۷۰۰۰ جنیه 
61 حاول أن تحل 
© إذا كانت تكلفة تغطية المتر المربع الواحد من أرضية ممرات الفندق بالجرانیت ٠٠٤‏ جنیه وتم تخطية 


٥ممرات‏ متطابقة بالجرانيت مساحة كل منها محدودة بمنحنى الدالة د» والمستقيمين س = ٠ء‏ ص = ٠‏ 
حيث د(س) = ۱۲ - + س". أوجد تكلفة تغطية الممرات الخمسة. 


کتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


المساحات فى المستوى 55 
ثانيًا: مساحة المنطقة المستوية المحصورة بين منحنيين 


المنطقة المحددة بالمنحنیین ص = د(س) ء ص = س (س) والمستقمين س | س = ب تعطى بالعلاقة 
م - ہا” [د(س) -س (س) ] ی س 


فى الشكل المقابل لاحظ أن: 
د. ی متصلتان على الفترة [أء ب] 
د(س) > س (س) لكل س 3 [اء ب] 
إذا كانت المساحة بين منحنى د(س) ومحور السينات = م, 


























والمساحة بين منحنی ص(س) ومحور السينات = م, 
فان المساحة م بین منحنى د(س) » م(س) = م - م 


کے ہی 
د 


أى آن: م = ا د(س) و س - را ہے (س) ی س = ,۱ [د(س)-ص(س)] و س 





ملاحظة هامة : عندما تنحصر منطقة بين منحنيات متقاطعت فان حدود 
التکامل بالنسبة إلى س هی الا حدائیات السينية لنقط التقاطع. 





(۵) آوجد مساحة المنطقة المحددة بالمنحنی ص, = اس » والمستقیم 
ص, = س - ۲ ومحور الصادات 
© الحل 








س - ۲ = باس بتربیع الطرفین 
س" - ۶س ٤+‏ = س أى: س۲- دس + ع = ۰ 





(س )١-‏ (س -ع) = ۰ .س - ١‏ أو س ٤-‏ 
عند س ١١‏ ص ٠<‏ = اء ص ۱-2۲۱ 


























أى أن ص, # ص, 

.. عند س ١١‏ لاتوجد نقط تقاطع للمنحنيين 
عند س ٤=‏ ص = ٤۷‏ = ۲ء ص ۲۲-٤‏ .. ص عص, 

.. حدا التكامل هما س ٤=‏ ء س = ٠‏ (محور الصادات) ومنحنيًا ص ء ص, متصلان على الفترة [۰۰ ]٤‏ 
نأخذ قيمة إختيار ية تنتمی إلى الفترة ] ۰» 1۶ ولتکن س - ۲ 

عند س ۲ ص ۰۲۲۷ ص 2 ۰-۲-۲ 


کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 





۱1٤‏ كاب الزراضیات اة د التفاضل والتكامل 








































































































أى أن ص, >> ص, لکل س 3 ]٤٠٤[‏ 
.. مساحة المنطقة - Jk,‏ (ص - ص )ئ س = > ×۷س -س +۲) ى س 


۳ ۱ 15 15 
کس ڈو + ۲س] °= ہو7 پإ (17) +۲ (ع) ۸+۸ - س وحدة مربعة 


61 حاول أن تحل 
(0) أوجد مساحة المنطقة المحددة بمنحنى الدالتین ده ص حيث: 
د(س) = س۲- ۲ ۰ص(س) - ۲ - (س ")١+‏ 
9 مثال تعد المناطق بين منحنیین متقاطعین 
(5) أوجد مساحة المنطقة المحددة بمنحنى الدالة د ومنحنى الدالة ى حيث 
د(س) = س - ٣س٣‏ + »٥‏ ص(س) = س +۲ 
© الحل: 
>> لإيجاد الإحداثيات السينية لنقط التقاطع: 
نضع د(س) = ص(س) 
س۳-۲س۲ + 0 = س + ۲ 
س لاس" -س +2۲ ۰ 
(س؟-٣س*)‏ - (س -۳) = ۰ 
س' (س - ۳) - (س - ۲) = ۰ 
(س - ؟) (س - )١‏ (س +۱) = ۰ 
سن ۳2 أو س-۱ آو س ۱-2 
و ا ل ار [۰۱ ۱] ۰ [۰۱ ۳] لایجاد المساحة المطلوبة وهی عبارة عن مساحتین أى: 
حون ون 
مغ لا (د(س)-س(س) ىس | | ,1 [د(س)-ص(س)] و س| 


























۱ 
= لا (س۲-۲س" یعس و (س؟ - ۲س۲ - س +۲) و س | 
= | 1س“ ۔ س" س ٣+‏ س] ا |+][س*-س۲-س۲+۲س]۳| 
= |-؟ + 1| + |؟؟ - ۳۰| ٤=‏ +۶ =۸ وحدات مربعة 
8 حاول أن تحل 
© تقوم شركة إعلانات بإنتاج ملصق لتسويق سلعة ما فإذا كان الملصق على شكل منطقة محددة بمنحنى 
الدالتین د سی حیث د(س) = ۲س "۰ ص(س) = س - ٢س"ء‏ س مقدرة بالدیسیمتر. احسب المساحة اللازمة من 
الورق اللاصق لإنتاج ٠٠٠١‏ ملصق لهذه السلعة. 
> باستخدام برنامج رسومى ارسم هذا الملصق وابحث أبسط الطرق لإيجاد مساحته. 


۱۳۸ كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


اس ات فی الستوى 


© © 4 





































































































اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة. 

2 مساحة المنطقة المحددة بالمنحنيين ص = س۲ » ص = |س| تساوى: 
® ۱,۲ (س۲-س)و س ا 
0 وی سراایس یا رن دس ادس 























ر۸ مساحة المنطقة المحددة بالمنحنى ص = س" والمستقيم ص = س » تساوى: 
00 ,ا'(س"-س)وس (#©) ۱۱.۲ (س"- س) و س 
(ج) ۱۱ (س-س) و س (۲)۵ .۱۱ (س-س؟) وس 
ا لسع فض دس بے زامن و3 
١9 + 00‏ 
١ 9‏ 20 


9 مساحة المنطقة المحددة بالمنحنی ص دس" والمستقیمات ص - ۰ 
0 9 ع 9 ١‏ 











كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 












































المساحات فى المستوي 5 - 5 


١ 
ا (۳- (س -۱) ۲- (س" -2) )ئ س‎ 


<[-٢س٢۔٢س‏ +]) و س 


أ رام ۲ ۱ 
ےی س"-س +۶س|] , 
۲ 
در جن کے - ۸) 
۷ ۷ . 
سے جو ٩‏ وحدات مربعه 






بحل المعادلتين معا "س'- س؛ - ” س" 


س*- ۶ س - ۰ س' ( س۶-۲) - 
ین > صقر › س = ۲ س = -۲ 
وت سس (۲س۲- ۶س۲+۶س۲) ء س لأنها زوجية 


- ۲ [۱1] - ۳۷ وحده مرعة 
المسافة اللارمة = ٠٠٠١‏ × ۳۲ - ۳۲۰۰۰ 


تمارين 9 -؛) 





0 با وس - [لو سآ 


E‏ ۲۰ لو ھ١‏ وحدة مربعة 


0 ا س = س " س 


- (ج 17) - (ج )٤×‏ =1 وحدات مربعة 


راید الل - س۲-س ۔٢)ء‏ س 


۱ ۱ 
۱۰ج من ادح ين ایل 


2)٦‏ مم 

۲ 

© م = ,ا (٤۔س۔(٢۔‏ چ س )وس 
أكمل الحل بنفسك 

أسئلة الاختیار 
رہ ای 7+ 0:27 ب 

١ ١ ١ 
تسن اوسرد زس محا ا‎ ۱-۶ 90 


- (ه - 2 ) -(-2+۱۰) <۱۸ وحدة مربعة 


دلیل العلم - الصف الثالث الثانوی ۱۱۵ 






















































































































































































































۱ ۹ 
9 مہا (+س ++ )یس 
TER ۱‏ ہك ۔ ۲۳ ۱ ۹ 
ہب و ہے ٹہ 
= ۲+ ۸ء ٠١‏ وحدات مربعة 
0 9ے ۳ ه 
9 مہا س | (س +۶) ۲] , 


۱ 
= ( ۲۱۰۲-۲۷ ) وحدة مربعة 


۱ 
یم 3 (۲-۳س - س"] ئ س 
۱ ۱ 
<-۳ [٣س‏ - اس" - مس ] ب 
١‏ 
ع تر ید )دز ہر ہق 


9 وسک 


س 
٥٤ )۱-( =‏ - ۲ وحدات مربعة 


۰ وحدات مربعة 


۱ 
0 (س۲- دس +۱۱س )٦-‏ وس 
1 
+ (س؟-٦س۱+۲(س‏ -1)وس 
١‏ 3 ۳ ۲ 1 
= |> س*-۲س۲+ 7 س" -٦س]‏ 
1 ۱ ۹ 
-(54)-(2 ) +(-صفر -(-<7) 


۱۸ 
6 + ح-ء 1۶ + ۶,۵ - 1۸,۵ وحدة مربعة 


(19) معادلة المستقیم (الوتر) 


ص 7۳ س 


= _ ا(" -صفر) - ب ۲۱۷ د نأ 
007( صفر) 00 
۱ 
)م صا (س +++ س) وس 


۱ 
جا ماش اس 


۳ ۲ ۱ ۱ 
د [ س۲- ٦س‏ ]صفر ‏ +[ س۱+۲س ۔ے س ]۔ 


)۶-۱۲ +۲ (+ )۲۶ ۱۲ (- < 


- ۱۲+ ۱۰- ۲۲ وحدة مربعة 


التکامل الحدد وتطبيقاته 





فى كل مما یأتی إحسب مساحة المنطقة المستوية المحصورة بین: 
9 المنحنی ص = ه - س" ومحور السینات والمستقیمین س --؟» س ۱ 
۱ لمستقیمات: س + ۲ص ۹۶ء س ١١ء‏ س ٣۳ء‏ ص = ۰ 
8 المنحنی ص - « س + ۶ والمستقيمين س = ه. ص = ٠‏ 
۱8 لمنحن ص - ۲-۳س - س" ومحور السینات 
٤‏ 
9 المنحنی ص = والمستقيمات س ١۱ء‏ س ٤‏ ء ص٠ ٠‏ 
س 
30 ا د(س) -(۳-س) (س -۱)" ومحوری الاحداثیات حیث د(س) > ۰ 
7فمس الا رادید 1 ص76 ع ایو ی فک سیت دق اگ 
8 میس الذاقین د ہی حیث 5(صس)- ۷اس س نے اسن ٤+‏ 
9 باستخدام التكامل المحدد أثبت أن مساحة المثلث 
الذی طول قاعدته يساوى | وارتفاعه يساوى ب 
ھی + أب 
© تفکیرایداعی: فى الشکل المقابل أوجد مساحة 
المنطقة المحددة بمنحنى الدالة د والمستقيمين ص,» 
ص, حيث: 


۱ 
د(س) = س »> ص = س +1ء ص = -م س 


















































كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


۲ 


كفان الریاضیات البحتة د التفاضل والتكامل 



































































۳ 2 ^ چھ 
٣غ‏ حجومالا جشام الدورانیه 
هل شاهدت صانع الفواخیر وهو يحول 
الطین الأسوانى بالماء وتقطیعه ووضعه 
حول محور یدور؛ فیشکله بأصابعه 
ہما تسمى هذه الأجسام؟ 
> تصمم العبوات البلاستيكية لتعبئة المياة الغازية | 

والعصائر والزيوت بأحجام مختلفة وسعات 

متعددة. كيف يمكن حساب حجمها أو سعتها 

عند تصمیمها؟ ۱ 







8 لمحت 







Axis of Revolution . محور الدوران‎ 5 





Solid of Revolution مجسم دورانی‎ 





المجسم الدورانى Solid of Revolution‏ 
ینش المجسم الدورانى من دوران منطقة 
مستوية دورة كاملة حول مستقيم ثابت 

فى مستويها يسمى «محور الدوران». 
توضح الأشكال التالية أمثلة لمجسمات 
دورانية ترسمها المساحة م عند دورانها دورة كاملة حول المستقيم ل 









8 اواد لتخم 
3 الةحاسبة علمية. 


2 برامج رسومية. 


سبھ 71 - ©- 


أسطوانة قائمة 


كتاب الطالب - الصف الثالٹ الثانوى 






حا هه 


فى هذا الدرس سوف يتعرف الطالب علي إيجاد حجم الجسم 
الناشئ من دوران منطقة مستوية حول محور وذلك باستخدام 
التكامل المحدد لفترة معطاه [۱ء ب]. 

فاذا طلب ایجاد حجم الجسم الناشئ من دوران المساحة 
المحددة بالمنحنى ص = د(س) مثلا دورة کاملة حول محور 
السینات والمستقیمان س =| ء س = ب فاننا نستخدم العلاقة : 





عا [د(س)]" و س 
وسوف ندرس ایضا فى هذا الدرس 
۳ ایجاد حجم جسم دورانی ناتج عند دوران منطقة محددة 


مخرجات تعلم الدرس 

في نهاية هذا الدرس وتنفیذ الأنشطة فيه من المتوقع أن یکون 
الطالب قادرًا على آن: 

کا یتعرف على مفهوم تولد الجسم الدورانی حول محور. 

ظط يوجد حجم الجسم الناشئع من دوران منطقة محددة 


دليل المعلم - الصف الثالث الثانوى 





ا يحل تطبيقات على إيجاد حجوم الأشكال باستخدام 
التكامل المحدود . 


مفردات أساسية: 





محور الدوران - جسم دورانى 


المواد التعليمية المستخدمة 


السبورة التعليمية - طباشير ملون - آلة حاسبة علمية - برامج 





رسومية للحاسوب. 


مكان التدريس: 


الفصل الدراسى. 


مصادر ا لتعلم 
کتاب الطالب من ص (۱۳۱) إلى ص (۱۳۷). 


5 ناقش طلابك كيف يتولد حجم المجسم الناشئ عن الدوران 
كما جاء فى الأمثلة ببند فكر وناقش. 

× توصل معهم إلى تعريف المجسم الدورانى على أنه يتولد من 
دوران منطقة مستوية دورة كاملة حول مستقيم ثابت فى 
مستويها يسمى محور الدوران. 

× ناقش مع طلابك الأشكال المعطاة ص (۱۳۱) بدورانها حول 

المستقیم لدورة كاملة لتعطى المجسمات المناظرة أسفل كل 

منها. 









فى بند الحجم الدورائی : 
7 ناقش الطلاب فی نص النظرية ص (۱۳۲) وتوصل 
معهم أن حجم الجسم الناشئ من دوران المساحة 
المحددة بالمنحنى ص - د(س) ومحور السينات فى 
[اءب] تتحدد بالعلاقة . 


ح-7 پا [د(س)]"وس 


التقییم المستمر : (الحوار والمناقشة) 





× ناقش الطلاب فی بنود حاول أن تحل ص (۱۳۲) ۰ ص (۱۳۳) 
وتوصل معهم إلى الاجابات الصحيحة : ۳ 
حلول حاول آن تحل 


© دوا س اوس 


= 7 [ 2 س"]"= 7۹ وحدة مكعبة 
المجسم الناتج هو مخروط 

۰ ۱ ای ۰ ۰ وو ٠‏ 
حجم المخروط = مساحة القاعدة × الارتفاع 


© تنشأ الكرة من دوران نصف الدائرة 
س۲+ ص۲- ی ۲ ب دی < س < س ۰ 
٠‏ ص < س دورة کاملة حول محور السبنات 
ی 
۳ ص" ء س 
ی ی 
=2 روا (ی۲-س"۲)و س 
۱ ی 
=7 [ ی" س - ج س | 


س و سو 


٤ ۲ ۲‏ 
= 7| ۲ -(- س )| << سس" 


© ندشاً الاسطوانة من دوران مستطیل حول محور 
پنطبق على احد ابعاده 
حجم 8 یآ س 
-7 ی [س ]ع . 


0 


اخطاء شائعة 


× قد یخطئ الطالب فى التفرقة بين دوران المنطقة المستوية 
حول محور السينات ودوران المنطقة المستوية حول محور 
الصادات . لذلك أكد إلى الطالب بأنه إذا كان : 












Volumes of Revolution الحجم الدوراتى‎ 





أو لا: حجم الجسم الناشئ من دوران منطقة مستوية حول محور 





3 إذا كانت د دالة متصلة على الفترة [ اء ب] ء د(س) > ۰ لكل س 3 [ ۱ء ب] فان حجم الجسم الناشئ 
من دوران المساحة المحددة بالمنحنى ص = د(س) ومحور السينات والمستقيمين س ۰1 س- ب 
دورة كاملة حول محور السينات هو: ح 7 ,ا [د(س)]'و س 






9 مثال دوران حول محور السينات 
60 أوجد حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المستوية المحددة 
بمنحنى الدالة د ومحور السينات والمستقيمين س = -۰۱ س ١١‏ 
دورة كاملة محور السينات علمًا بأن د(س) = س؟ +۱ 
0 الحل: ۳ ١‏ ]و۲ 
الدالة د كثيرة الحدود متصلة على الفترة [-۰۱ ۰]۱ 
د(س) > ۰ لكل س د [اء ب] 
بفرض أن حجم الجسم الناشی من الدوران = ح 





صن 








2 76 5 (س ۲ + ۹ س 





۱ 
> ]7 ۹ (س* + ۲س۱+۲) و س 





۱ 7 پا كه 5 8 
= 76س" > س + س] ی 77 وحدة مکعبة 





اڑا حاول أن تحل 
02 آوجد حجم الجسم الناشء من دوران المنطقة المستو ية المحددة بمنحنى الدالة د ومحور السينات والمستقيمين 
--- > س = ٣‏ دورة كاملة حول محور السينات علمًا بأن د(س) = س ما اسم المجسم الناشی؟ بين كيف 







تت مثال تطبيقات الحجوم 


(۲) باستخدام التكامل أثبت أن حجم المخروط الدائری القائم یساوی #- س" ع حيث س طول نصف قطر 
قاعدته. ع ارتفاعه. 


الحل: 
ينتج المخروط الدائرق القائم عن دوران مثلث قائم 7 


دورة كاملة حول محور السينات. 






4 


کتاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتکامل 





۱۳۲ 


حجوم الأجسام الدورانية 5 - ۵ 
نوجد العلاقة بين س » ص = د(س) 


طا 0= () ۰ص = س ظا 6 = د(س) 


ا س-25 1 س ۶6 س 


[- س"طا"0] - 2 ع۲ط"0() 


ج < 1 ا [د 


6 حاول أن تحل 

0 باستخدام التکامل أثبت آن: 

حجم الكرة = 7 س" ( ی طول نصف قطر الکرة) معادلة الدائرة التی مرکزها 

ب 0 ی ون ۳ نقطة الأصل (۰۰ ۰) وطول 
( س طول نصف قطر قاعدة الأسطوانة ء ع ارتفاعها) س۲ + ص٣‏ - نس۲ 


منا 
۶ مثال دوران حول محور السينات 


۲ ۲ 
1 اھ ۰ 7 س ص : 
(۳) آوجد حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المحددة بالمنحنی 1 : = ۱ ومحور السینات: حيث اء 


4 
پ 


ب ثابتان» دورة كاملة حول محور السينات. 


© الحل: 
٠.‏ الدوران حول محور السينات ...ص" = ب" (۱ 


س5 
37 
حدود التكامل: 


"ے |۲ 


ص۔٠‏ ...س = أى أن س*>۔|ءس۔| 


حاب" (۱- )وس -۲ 2ب ۱۱ (۱- )ی س (لماذا؟) 
ث٣‏ ب" [س - )۱ -۲ب [-ج ] 
دع 7ب | وحدة مکعبة. 
61 حاول أن تحل 
(۳) آوجد حجم الجسم الناشی من دوران المنطقة المحددة بالمنحنی ص = ٢س‏ - س" ومحور السینات دورة 
كاملة حول محور السينات. 


كتاب الطالب - الصف الثالٹ الثانوى 


۱۹۸ كاب الرياضيات اة د التفاضل والتكامل 











ملاحظة هامة 
إذا كان دوران المنطقة المستوية حول محور السينات 
والمستقمين س = ۰1 س ب فإن: 
ح = 7| صإ' وس 
إذا كان دوران المنطقة المستو ية حول محور الصادات 
والمستقمين ص = ج. ص = و فإن: 
3 
ح76 ےا س" و ص 
مثا 
2 مثال دوران حول محور الصادات 
26 آوجد حجم الجسم الناشئ عن دوران المنطقة المحددة بالمنحنى ص = س" + ١‏ ومحور الصادات والمستقيم 
ص - ه دورات كاملة حول محور الصادات. 
© الحل: 
.ص = س" + ١‏ والدوران حول محور الصادات 
۰ س = ص - ١‏ 
عند س = ٭ 
حدود التکامل 
و 8 
ح 22 1 سی ص -#, ا (ص -۱) ی ص 
=[ (ص -0']” = كا )٠-١١(‏ = 7۸ 
1 حاول أن تحل 
2 أوجد حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المحددة بالمنحنى ص = س" ومحور الصادات والمستقيمين 
ص = ٠ء‏ ص = ٦‏ دورات كاملة حول محور الصادات. 


ثانيًاه حجم الجسم الناشی من دوران منطقة محددة بمنحنیین 
0 إذا كانت د» ی دالتین متصلتین على الفترة [اءب]ء د(س) > ۰۰ ه (س) > ۰ لکل س 5[ ب]. 
فان حجم الجسم الدورانی ح الناتج عن دوران المنطقة المحددة بالمنحنيين والمستقيمين س = اء 
س - ب دورة كاملة حول محور السينات هو: 
ح >77ہا” [د(س)'-س (س)۲] و س 


كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


حجوم ا أجسام الدورانية ۵-4 


لاحظ أن 
١‏ إذا دارت المنطقة المحددة بالمنحنیین المتقاطعین ص = د(س)ء 
ص, = ص (س) حیث ص, > ص, لكل س 3 [اءب] 
وهی المنطقة الملونة بالشکل المقابل» دورة کاملة حول محور السینات 
فان الإحداثیین السینیین لنقطتی تقاطع | لمنحنیین هما حدود التکامل ‏ 
ب حيث | < ب ویکون حجم الجسم الناشی ح هو: 
ح = 1,7 [(ص,'-ص,') ی س 
أى: ح = 7ا ص," و س- 1,7 ص," ی س 
٢‏ إذا دارت المنطقة المحددة بالمنحنيين المتقاطعين 
س = د(ص) » س, = ص (ص) حيث س >> س, 
لکل ص 3 [ج. ء] دورة كاملة حول محور الصادات 
فان الإحداثيات الصاديين لنقطت التقاطع هما 
حدود التكامل جے و حيث ج < ی ویکون 


ح-7 3 [(س,' -سم؟) و ص 


۶ ی 5 
آی: ح ۱ س,'وص-2 ا س, و ص 


92 مثال حجم منطقة محددة بمنحنیین حول محور السینات 
(۵) أوجد حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المحددة بالمنحنى ص = س" 
والمستقيم ص - ؟ س دورة كاملة حول محور السينات. 
و الحل: 
بفرض ص = س" » ص = ۲ س 
لإيجاد نقط التقاطع نضع ص, = ص, 
.. سے٠‏ أو س۲ 
×× ص, > ص, لكل س 3 [۰۰ ؟] كما هو واضح من الشكل 
۲-2۰ ہا" (ص]۔ص])وس 
دو جار سل 
ح =1 5 (٤س؟‏ - س؛) و س 
=7 [خس"- س]" 


76٦٦ ٦ ۳٣_٢۲‏ وک 
< ]7 ( )۲۲ 7 × 2 - كلك وحدة مكعبة 


کتاب الطالب - الصف الثالث الثانوی 








حجوم الأجسام الدورانية .  .‏ - ۵ 


دوران المنطقة المستو بة حول محور السینات فی الفترة 
اا ح - 71۲ ص۲ ء س 


دوران المنطقة المستویة حول محور الصادات فی الفترة 
و 
آاءب] فان : ح 7_| س٥ض‏ 


التقييم المستمر ( الحوار والمناقشة) 
× ناقش مع طلابك ما ورد فى بند حاول أن تحل وتوصل معهم 
إلى الإجابات الصحيحة 


حلول حاول أن تحل 


0 ص = ۲ س - س" 


حدود التكامل : ص = ٠‏ عندما س - ۰ س = ۲ 
کے الحجم = 75 ا صایس 


۱ 
را (۶س۲- ٤س"‏ + س؟) وس 


۲ 5 ١ 5 3 
.] س"‎ + ٤س‎ - ٣س‎ [= 
١ 
0 


© الدوران حول محور الصادات 
و 
الحجم = 75 ا س" وص 
2ر اض ص 


٦ 


۱ ۰ 5 
-#[ح ص" ] . -۳۲۸ 7 وحدة مكعبة 


فى بند (نظریة) ص (۱۳۶) 


إكد إلى الطلاب علي مايأتى : 
واو ادا دارت ال2 سد ,لدي ی وش : 
ص, = ر(س) فان الحجم الناشئ هو: 


۳۱2-2 01 ص", ) ء س 


۷7ء المنطقة المحددة بالمنحنیین س, - د(س)» 
س, = ر(ص) فان الحجم الناشی من الدوران هو : 


ح7 او س" - س۲, )ىو ص 


دلیل العلم - الصف الثالث الثانوی ۱۹۹ 

















المستمر (الحوار والمناقشة) 





× ناقش مع طلابك ماورد فى بند حاول أن تحل وتوصل معهم 
إلى الإجابات الصحيحة . 


() ١ص۔س"ءص۔اس,‏ س,-ص" 


سل رم 

“لاحن دصر ون کر .ص =۲ 

الحجم- 7 ای ارس 
۷ 

جا («ص-ص؛)وص 


TV. 
[ص'- +ص].‎ 7 = 


١ ١ 
ء ] < 2 ۷ ۶ وحدة مكعبة‎ ۷ ۲2 ۶ ۱۸ [7 = 


حلول بعض تمارین (۶ -0) 


۰ ر0 ب ب 
() ج كرة طول نصف قطرها ٢‏ 


ہے 3 
ععهبا "عر میں و تس 


= 7| ٤س‏ - س"] ۶ 8 
= 7۸ وحدة مكعبة 


=| سء ص -7 با( ۶ - ص" )"ئ ص 


1۳۳ (٦١-۸ص+ص*‏ )وص 
۲٢‏ 








("۲ 0 
۲ 


o ٥ 


۸ 5 
=7 [٦۱ص‏ - ص۲۲ 
a‏ 7 2 
9 نقط التقاطع = ہ - س 
٤‏ = وس -س؟ س۲ - وس +ع = ۰ 
سے٤‏ أو س ١-‏ 
-7 | (ص؟ - ص]) 
E‏ ان کل" وس 


3 
١ 
س)۲ - ۳ وس‎ - ٥( 17 





۱ 
= 7۳12 (0-س)۳+ 1 ]= 1۹ 
س 


61 حاول أن تحل 
(0) أوجد حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المحددة بالمنحنيين ص = ١س‏ ء ص = س" دورة كاملة حول 








محور السينات. 


مثا 
۶ مثال دوران منطقة محددة بمنحنيين حول محور الصادات 
)٦(‏ أوجد حجم الجسم الناشی من دوران المنطقة المحددة بالمنحنی ص ٤=‏ - س " والمستقیم اس + ص - ۶ دورة 


كاملة حول محور الصادات. 


© الحل: 


٭. الدوران حول محور الصادات 
ارس اد دض س,۲ 2 (۲- )۲ 
عند نقط التقاطع س = س, 

۶ -ص -(۲- )۲ 





۲ 


,+ صن 3 
ہے ۔ص = صفر 








ص (ص - 4) = ۰ ص = ٠‏ » ص ٤<‏ 
ويكون س" > س" لكل س 3 [۶۰۰] 


ح7 1 وس اس روص للا" [2 -ص) - (۲+م-)] وص 
































۳ ۳ 
0 ص ص 
1.2 (ص - )د ص -7 [ ص" - ا 


= 7 [۸-+] < 72 وحدة مكعبة 


61 حاول أن تحل 
)٥(‏ آوجد حجم الجسم الناشی من دوران المنطقة المحددة بالمنحنیین ٢ص‏ = س'ء ص = اس دورة كاملة حول 


محور الصادات. 
4# تماینع-ه ¥ 


اختر الاجابة الصحيحة من بين الاجابات المعطاة: 
() حجم الجسم الناشیء من دوران المنطقة المحددة بالمنحنی ص = ۷۲س ء ص = ۰ » س = ۱ دورة كاملة حول 


محور السینات پساوی 


72-00 (ب) . (ج) 7 داعم 


۱ 
۱ الناث ۶ مد ان المنطقة المحددة ىا نحۂ = وا ا ے2 - ۲ 
() حجم الجسم شئ من دوران دة بالمنحنى ص 7 والمستقيمين ص ۱۶ء ص = ۲ ومحور 


الصادات دورة كاملة حول محور الصادات يساوى 


۵ 72 (ج) 72 ری 


۱۳۹ کتاب الریاضیات البحتة - التفاضل والتکامل 





حجوم الأجسام الدورانية ۶ - ۵ 


0 حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المحددة بالمنحنى ص = س" والمستقيم ص - ١‏ 
دورة كاملة حول محور الصادات یساوی 
Û)‏ 7 79 (ج) (7 د( ar‏ 
© 7 .ا -٤(‏ س )و سء هو حجم 
(1) كرة طول نصف قطرها ٤‏ وحدات اج" مخروط دائری قائم ارتفاعه ٤‏ وحدات 
(ج) كرة طول نصف قطرها ۲ وحدة ١د‏ ) أسطوانة دائرية قائمة ارتفاعها ٤‏ وحدات 


أوجد حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المحددة بالمنحنيات و المستقیمات المعطاة دورة كاملة حول 
محور السينات فى كل مما يأتى: 
ا و وب 


١ 
٠ = ص لين اش ۳ عاص <1 (۸) ص = |س [ » س =-۲؛ س ٤٤ء ص‎ )0( 


أوجد حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المحددة بالمنحنیات و المستقيمات المعطاة دورة كاملة حول 
محور الصادات فى كل مما يأتى: 
(8) ص = س »ص - ١‏ ء س = ٠‏ 9 ص = س" س = ١‏ , ص = ١‏ . ص =۸ 
(()) ص - 4- س » س = ٠ء‏ ص = ٠‏ 9 ص <سء س = ۰ ص = ۰ » ص <۸ 
9 س + ۲ص = ١‏ . س = ۰۰ ص = ۰ 
أجب عن كل مما يأتى: 
9 أوجد حجم الجسم الناشئ عن دوران المنطقة المحددة بالمنحنى ص" - ۶ - س والمستقيم س = ٠‏ عندما تدور 
هذه المنطقة دورة كاملة. 
أولا: حول محور السينات ثانیّا: حول محور الصادات 


© أوجد حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المحددة بالمنحنى ص = -- والمستقیم س + ص = ه دورة 


9) تفكير|يداعم: إذا كانت النقط ((-۰۲ ۰) » ب(۰۱ ۰) » ج (۰۶ )٠‏ رؤوس المثلث | ب ج فآوجد حجم الجسم 
الناشىء عن دوران المثلث أب ج دورة كاملة حول محور السينات. 





كتاب الطالب - الصف التالث الثانوى 


۱۳۰ كاب الرياضيات اة د التفاضل والتكامل 


















































تمارین عامة هم 
اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة: 
0 إذا کان د(س) کا ی 5) و س وکان د(۲) - ۰۳ فان د(-۲) 
۵ + اب-۳ (ج٢‏ رداكلا 
6 إذا كان گت = س + ص = عند س = ۱ عندما س = هھ فان ص تساوی: 
() ه'-ه © ٠-١‏ © ۱۰ © 7+ 
© ۱ ظا" س و س يساوى 
8 ظاس -س +دث (©) ظا س + س دث (ج) قاء س +ث (د) ل ظا" س دث 
(ك) إذا كان .| (۷س )٢-‏ ه'س*٠‏ ی س = ص ع-1 ع و ص فإن 1 ع ی ص يساوى 
0 دم ۱۰۳۳ +رن (ب)۔ ےھ + ٹ (ج) + ھ "۱۰۳ + ث (دام ٣س٣‏ +ٹ 
00 ء 9اصفر (ج) + 10 
© إذا كان ہا د(س)ء س<٤ء‏ فان ,۱ [۲ د(س)-۱] ی س يساوى 
ھتا ٩‏ اب ۱۱ جا (م 
0 حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المحددة بالمنحنی د(س) = س" ومحور السینات والمستقیمین 
س - -۲» س = ۲ دورة واحدة حول محور السينات يساوى 
70٦٦ (> 1/۳۲ 20‏ 
8 .7۱ هن 2ھ 2۶ (داء 7 
آوجد تفاضلی کل من: 
۱ 
(4) ص -۲س"-۱ (3) ص -مأ (اس +۲" 42 ص = (س +" 
60 ضن ےج 9 ص - هم س۲+ ٣س‏ 69 ص - م حتا"س 
e‏ 
69 ع- لو (س"+ 0‏ €9 ع-(وت 9 ع = لو ظتا (٣س‏ -۱) 
عبر عن كل مما يأتى باستخدام تكامل واحد 
9 سى س+ 1 س" و س 
9ا كوس ا كوس 
أجب عن ما يأتى: 
69 إذا كان ,| د(س) ی س < ۱,۰۵ ص(س) و س --" فأوجد: 
3 ۳ 
Û)‏ 1 ۳د(س) وى س 9 ۲ (س) و س 
٤‏ ۶ 
,ا [۲د(س) -۲م(س)] وس (۵) ,ا [؟س(س)+؛س] وس 


کتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 





6۵ ,۰۱ س 1 کدی ۶ س+٦‏ وس 


٤ 
اسا س" و س‎ 169 


9 ذا كانت د(ع) -۲ ع۲-١٦ع‏ »ت (س) .ا ” د(ع) و عء حيث س 3 [-1 ؛] 


أوجد ت(س) ثم أوجد ت (1) »ات (۴) 


9 إذا كان 5(س) = ٦س‏ - 3۰۶ (۱) ۰۲د( ۰ ) --۶ فأوجد د(س) 


أوجد التكاملات المحددة التالية: 


8 با" وس © ٦‏ یس ہا جا 


س 7 


52 ف١‏ چٹ وس 2 ۷ اس وس 6 1 ۷ ۶-س" وس 


باستخدام التعويض المناسب أوجد التكاملات الآتية: 
و 

1 (س )٥-‏ ۶ د اسهد 1 قا" (س۲+ ۲) و 

2 س (س س 62 سی 69 س س 
هم اسل 
9 قا س طاس و س اس هر 1 ورين 9 رتس و س 
باستخدام التجزىء المناسب أوجد التکاملات الآتية: 
۳ 

9 ٣س"‏ س+۴ وس 9© 1 س لوس وس 89 ےس ھ وس 
أجب عن يلي: 
9 أوجد مساحة المنطقة المحددة بالمنحنيين ص = ۷+ ۲س -سء ص = (س - ")١‏ 
6 أوجد مساحة المنطقة المحددة بالمنحنيين ص ۹ - س" ص = س" + ١‏ والمستقيمين س = ٠ء‏ س ٣‏ 
69 أوجد مساحة المنطقة المحددة بالمنحنيين ص = ۹ - س" ء ص = س" + ١‏ ومحور السينات والمستقيمين 

س = ٠‏ س = ۲ 

ع i‏ 5 ی 7 ١‏ 
9 أوجد حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المحددة بالمنحنى ص - کے 
س - ۶ ومحور السينات دورة كاملة حول. 

0اا محور السينات 


69 أوجد حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المحددة بالمنحنى ص ×۷س ومحور السينات والمماس 
للمنحنى عند النقطة ( ۲٢٢(‏ ات تس نٹ 


69 إذا كان معدل دخل شركة يعطى بالعلاقة 5(ن) = ٩‏ - ن ومعدل التكلفة ص 
ك (ن) -۱ + ن مقدرًا بملايين الجنيهات سنو يا كما يوضحها الشكل المقابل. 
( أ) آوجد أقصى فترة زمنية ن تعمل بها الشركة بهذه المعدلات. 
بما تفسر المساحة الملونة فى الشكل المقابل. SD‏ 
)ا أوجد أقصى ربح ممكن للشركة بهذه المعدلات. 





والمستتقيمين س ٢۲ء‏ 


(ب) محور الصادات 


كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوی 





دليل المعلم - الصف الثالث الثانوى 





حجوم الأجسام الدورانية ۰۰٤۔٥‏ 


تمارين عامة (التكامل ) ص ۱۶۸ 


وب © وب © 
ب 0 


اجب عن الاسئلة الآتية : 
0 و ص = 1س ٤وس‏ 9 )ی س =( اس +۲) ھ س۳+۲س وس 
9 وص »ند و وس 9 ا س٢ء‏ س 
40 با اس+و س+ا باس+ وس 

دا ۷س+٩‏ وس 


01 2س ای سا وسعہا كوس 
2 بااس۲+س+یاس۲وس + ا سی س 


Ce 2‏ 2 
اع کر اس س۲- ۲س۲+ ۶ 
ت(-۱) اسع 3 
۳۳۷ 


۱ ۱ 
ور ہج بیج 
٦‏ ( ۷ س +۲6۲( س مما س +ع) یس 
7 ( م١س‏ +۲) 
FF‏ ے Ff‏ ۶ ۱ ا 
= | > س۳- > س٣‏ + ۶س ] 


2 


(:) نفرض س -ه = ص س کمن 
=|( ص +ه) ص۲ ء ص 
-.اص؛* + هص ۲ وص 5 دص + +2 ص؛ + 


0 ١ 
+ ۶)۵- ع (س - )°+ >( س‎ = 


۳ و س 
2 نفرض ۱ + اس 7 0000 


- 1 ۳ ركاه خص 


۰ 
گے 








9 ا قا؛ س طاس و س 
نفرض طا س - ص ×. قا" س و س -و ص 
=| قا" س طا س ( قا" س) وس 
| قا" س طاس ( ۱ + طا" س )یوس 


۱(۱+ص؟) ص وص 





۱ ۱ 
٠ -.‏ ۲ 1° 7 
= < ظا ون ظا س+ت 


(0؟) نفرض هر اس + س۲ = ص 


.هاس + ۲س )و س = ۶ ص 


الاختبار التراكمى 


)ب 





اختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات الآنية: 
0 ا ٤(‏ - قتا س ظتا س) و س يساوى: 
O)‏ ٤س‏ - قتا س + ث بعس + قتا س +ث 
(ج) ؛س - ظتا س +ث (د) ٤س‏ + ظتا س + ث 
0 0 ى س يساوى: 


(1) + (هس-۳)ب+ث ‏ (6#-لو اهمت-۳|+ث 





















9 لو امس -۳]+ث (د) + لو اهت ۳ +ث 
۳ 
© .ا (۲- |س|) ی س يساوى: 
(1) ء (ج) ۲ ١8‏ (5) صفر 
( مساحة المنطقة المحددة بالمنحنی ص - ۶۱۷-س" ومحور السینات مقدرة بالوحدات المربعة 
پساوی: وت ٩‏ 
O‏ ۲ اب AC‏ (د)ء 7 
۳ ۱ ۳ 
© إذا کان ,۱ د(س)ء س ۱,۰۵ م(س) =۷ فان ,۱ (۶ د(س) +م(س)-۳) و س يساوى: 
۱۲-1 اب-۷ اجا (د) ۱٩‏ 


۴۳ 
0 حجم الجسم الناشی من دوران المنطقة المحددة بين المنحنی ص - -- والمستقیمات س = ۱ س = ٤ء‏ 
س 
ص = ۰ دورة کاملة حول محور السینات مقدرا بالوحدات المکعبة پساوی: وت 


ا( -2 9 a10 7Y)‏ 
اجب عن ما يأتى: 
© آوجد التكاملات الآتية: 

() 1 ہے وس © س' اس۴ وس 
(۸) إذا كانت د(س) =۔ا (س )١+‏ ("س۲ + ۶س )١‏ و سء د(-۲) -2 فأوجد د(۳) 


(۹) أوجد التكاملات الاتیة: 
1 ا طاس قا" س وس 





۵+ جاس جتاس و س 







کتاب الریاضیات العامة - القسم الأدبى - الصف الثانی الثانوی 


62 أوجد التکاملات الآتية: 
98 اس و س" وس لاس ماس -۱ وس 
9 آوجد قيمة کل من ما يأتى: 
ران 08 (۷س-۳ جا س) وى س ب س" (۳ - ؟ اس|) و س 
9 ذا کان ,۱ د(س) و س<۸ء ہا" (س) ی س٣‏ احسب قيمة پا (د(س)+۲س(س)-ه) و س 
9 أوجد بالوحدات المربعة مساحة المنطقة المحددة بمنحنی د(س) = (س - ۲)" ومحور السینات فی الفترة [۲» 6] 
(D‏ یوضح الشکل المقابل المنطقة المحددة بالمنحنیین ص ۷۷ اس ء 
ضح سا آوجد: 
û)‏ مساحة المنطقة المحددة بالمنحنيين ص,» ص, 
() حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المحددة بالمنحنيين 
ص» ص, دورة كاملة حول محور السينات. 
© آوجد التكلفة الكلية عند إنتاج ؟ وحدات إضافية عندما یزید مصنع 
إنتاجة من ٤‏ وحدات إلى سبع وحدات إذا كانت دالة التكلفة الحدية 





























هى: ه (س) = ۲س۲ - ٤س‏ + 9۰۰ 


إذا لم تستطع الإجابة على أحد هذه الأسئلة يمكنك الاستعانة إلى الجدول الآتى: 














كتاب الطالب - الصف الثالث الثانوى 





كفان الرياضيات البحتة د التفاضل والگافل 





















































ملاحق دلیل المعلم 


دلیل العلم - الصف الثالث الثانوی ۱۳ 





Daire, 5. and other, Geometry U.S.A, prentice Hall 


Edward D. Gaughan and others, (1982) Algebra, Second course 1982, Scott 
Foresman. 


Eleanor Beoher and other, Advanced Algebra, U.S.A Prentice Hall 


Ernest, ۲۱۰ Richard, P2, (2005) and others, Introductory mathematical Analysis, 
Eleventh Edition, pearson, prentice Hall. 


G.N ۷۸۳۴۱۱۷۱۲۷, (1982) Problem Book in High school mathematics, Mir Publishers, 
MOSCOW. 


George, B., Maurice, D., Joet, R(2011). thomas’ colulus, twelfth Edition. 


J.F Talgert and H.H.Heng, (1992) Additional Mathematics, FiFth Edition, Longman 
ingapore publishers (Ptc) limited. 


John J . Bradiy another, Algebra, U.S.A, prentice Hall, Zolo 
Larson, R.(2013). Precalculus, q the Edition, Brooks cole. 


McGraw-Hill, (2005). Advanced Mathematical calconcepts: Precalculus with 
Applications, 1st Edition. 


Randall | . Charles and others, (2010) Math Corse 3 . U.S.A, prentice Hall 


Rayner, General D.(1984) Mathemematics, Revision and Practice, Second 
edition, oxford university press. 


Stewart, J (2012) calculus: Early transcendentals 


Sullivan, M.(1996). Mathematics: An Applied Apprach, 8th Edition, John 
wileyand sone, inc. 


Sullivan, M., (2015) Trigonometry: A unit circle Approach, pearson education, 
Canda. 


Vernon, C, Richard, A (2012) college Algebra and trigonometry . 


تانیا: المواقع الإلكترونية 


(http://geogebra.org/com) 


(http://www.pedowan.dk) 


(http:// www. phschool.com) 


www.NCIM.org 


http://www.keycurriculum.com/products/ sketchpad 


۱۳ كثاب الریاضیات اليحتة - التفاضل والتكامل 


قاموس المصطلحات التربوية والعلمية 


ع 


8 اس 

© أساس 

ا أسس كسرية 

ا اشتقاق بارامتری 

8 اشتقاق ضمنى 

8 الایراد الحدى 

ا الا شتقاق(التفاضل) 
# التحدب 

1# التكلفة ا حدیة 

#ا التكلفة الكلية 

۴ الربح الحدى 

8 القيم العظمی والصغرى 
8 القيم القصوى 

#ا الساحات فى الستوی 
# المشتقة الأولى 


۳1 ا 5 || 5 ےه 


Exponent 


Base 


Rational Exponents 


Parametric Defferentiation 


Implicit Defferentiation 


Marginal Revenue 


Differentiation 


Convexity 


Marginal Cost 


Total Cost 


Marginal Profit 


Maxima and Minima 


Extrema 


Areas in the plane 


First Derivative 


Antiderivative 
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8 تحدب لأسفل 

8 تحدب لأعل 

8 تضاؤل أسى 
تفاضل لوغاريتمى 
8 تفاضل 

8 تکامل 

ا تکامل بالتجزی 

ا تکامل بالتعويض 
ھا تکامل غير المحدد 
#ا تكامل غير حدد 

8 تكامل محدد 

ا ثابت اختيارى 

#ا ثابت نابيير 

# حجوم الأجسام الدورانية 
1# دالة أسية 

#ا دالة الطلب 


ال دالة صريحة 


Convex Downward 
Convex Upward 
Exponential Decay 
Logarithmic Differentiation 
Differential 

Integration 

Integration by Parts 
Integration by Substitution 
Indefinite Integral 
Indefinite integral 

Definite Integral 

Arbitrary constant 


Napier ` s Constant 


Volumes of Revolution solids 


Exponential Function 


Demand Function 


Explicit Function 


دليل المعلم - الصف الثالث الثانوى 


ا دالة ضمنية 
#ا دالة متزايدة 
# دالة متناقصة 
1# دالة مثلثية 

ا دالة مثلثية 

اور 


8 قاعلة 


وى و 


#ا معدلات مرتبطة 
# ميل المماس 

1# نقطة انقلاب 
8 نقطة حرجة 

لا نمو أسى 


#ا وسیط (بارامتر) 





Implicit function 
Increasing Function 
Dereasing Functicn 
Trigonometric Function 
Trigonometric Function 
Form 

Rule 

Power 

Local Minimum 

Local Maximum 

Local Extrema 
Absalute Extrema 
Logarithm 

Natural Logarithm 
Common Logarithm 
Higher Derivatives 
Antiderivative 
Exponential Equation 
Equation of the Normal 
Equation of the Tangent 
Rate 

Related Rates 

Slope of the Tangent 
Infection Point 

Critical Point 
Exponential Growth 


Parameter 


۱۳۹۵ 


CO GALES‏ الدرس ال اشتفاق الدوال المتلشة. 

ET 

4 يو جد الشتقات العليا (الثانية والثالثة) لدوال ختلفة ويتعرف طريقة 
را 

4 يوجد معادلتی ال ماس والعمودی لمنحنى عند نقطة تقع عليه کتطبیق على 
الاشتقاق. الدرس الرایع: معادلتی المماس والعمودی 

E 9‏ ل ہے 

4 ينمذج ويحل مشكلات حياتية واقتصادية. الدرس الخامس: المعدلات الزمنیة المرتبطة. 


الارس القانی: الاشتقاق الضمی 
والبارامتری. 


الدرس الثالت: المشتقات العلیا للدالة. 


الاشتقاق 


وذ 


نطی‌ضا 
4 مه 


9 


0 ۱ 
E‏ واللوغاریتم الطبیعی 
4 سا خف اامایات ال ول ال Els ANN‏ 
یوجد بعض النهایات التی توول ال 4 الدرس الثانی: مشتقات الدوال الاسة 
لتم ۳ ا ۹ رمع٣‏ ۲ لاسكا ۱ 
0-۰٦ ۹‏ -- اا ]= هھ واللوغاريتمية 


تفاضل ود 


؛ یتعرف مفهوم اللوغاريتم الطبیعی د من خلال النهاية الدرس ہ ‏ ہہ ۶ہ" 
نبا ۱ لوا واللوغار یتیمة 

کر تہ 
4 یتعرف بعض خواص اللوغاريتم الطبيعى مثل: 

٦ر‏ س ص هھ ی 


o E 
لو س‎ 


ه 


۱ 


مل الدوال الا 


۾ لو ه - ١‏ » لو س ۔ 
ه 6 


۱ات۱ تح حا نت 


سب۷ 


اللوغاريتمية ص = لو س » ص = لو س 
6 
4 تكامل الدوال ص = هت . لو س 


واللوغا 


ریتمیہ 





كاب الرياضيات اة د التفاضل والتكامل 





الاشتقاق(التفاضل)-المشتقة الأولی- 


دالة مثلثبة-دالة صریحة-دالة ضمنیة- 
وسیط (بارامتر)-اشتقاق ضمنی- 
اشتقاق بارامتری-مشتقات علا ميل 
المماس -معادلة المماس-معادلة 
العمودی-معدل-معدلات مرتبطة- 
دالة الطلب-التكلفة الکلیة-لتكلفة 
الحدیة-الایراد الحدی-الربح الحدی 


اس - قوة - ساس - أسس كسرية - نمو 
أسى - تضاؤل أسى - دالة أسية - معادلة 


أسية - لوغاريتم - صورة - لوغاريتم 
معتاد - لوغاريتم طبيعى - ثابت ناپییر 
ET‏ 
- تکامل - ثابت اختیاری - تکامل غیر 
محدد 


العرص الماشر ‏ المافته ھ7 


1 > الطريفة را - التعلم 
التعاونی - حل المشکلات. 


العرض المباشر - المناقشة - العصف 
تا > د ا التعلم 
٤٣‏ ہہ کات 


دليل المعلم - الصف الثالث الثانوى 


٦‏ الاسئلة الشفهية والتحريرية 
الفردية والجماعية فی أثناء الدرس 
وبعد الدرس والانشطة المقترحة وسلم 
التقييم الخاص بکل منهاء والتکالیف 
الجماعية والفردية وتدریبات عامة على 
الوحدة والاختبار التراکمی فی نهاية 
الو حدة. 


تتمثل فى الاسئلة الشفهية والتحريرية 
الفردية والجماعية قبل وفی أثناء وبعد 
الدرس والانشطة المقترحة وسلم 
التقییم الخاص بکل منها؛ والاختبار 
التراکمی فی نهاية کل وحدة. 





۱۳۷ 


سلوك الدالش ورسم المنحنيات 


التكامل الحدد ود 


طا 
+ همه 


تہ 


۱۳۸ 


» یستخدم ا مشتقة الاو ی لدراسة تزاید وتناقص الدالة القابلة للاشتقاق. 

» دد القیم العظمی والصغری الحلية للدالة القابلة للاشتقاق. 

4 یتعرف ويو جد القیم العظمی والصغری الطلقة لدالة فى فترة مغلقة. 

4 يوجد النقط اس حرجة والتحدب لأعلى والتحدب لاسفل ونقط الانقلاب 
لدالة. 

4 يوجد العلاقة بین منحنی الدالة والشتقة الأول. 

4 يدرس سلوك دالة من حيث الاضطراد والقیم العظمی والصغری من 
LENDS‏ 

» يرسم المنحنيات لدوال كثيرة الحدود حتى الدرجة الثالثة فقط . 


4 يتعرف بعض طرق التکامل مثل: التعویض غير المثلثى» التكامل 
TT‏ 

» یتعرف تكامل الدوال المثلثية وجدول التکاملات الأساسية. 

ده ی 0۷۶۷۶۰۶“ 
* ربا دس)زوس--ر۱ دس)وس 


1 د(س) ک س - ۰ 
٦٥٦۹۹١٠٦‏ ہ۶" 
٦‏ ۹ رس 
>276ۃ٦2‏ رس 


ا 


۱ ۱ 
5 اا د(س) 6 س حیث د دالة زوجیة. 


۱ 
0 د(س) و س- ٠‏ حيث د دالة فردية. 


۹ یتعرف العلاقة بين التفاضل والتكامل 
۰ ا د (ن) و ن-د(س) 
3 


وت 
٦‏ ۶۷۵۷۳۷۷" 


4 يستخدم التکامل المحدد فى حل مشکلات تتضمن إیجاد مساحة. 

4 يوجد مساحة المنطقة المستوية تحت النحنی» فوق حور السينات حيث د 
(س) غير سالبة لجميع قيم س ف الجال باستخدام التكامل المحدد. 

4 يوجد مساحة المنطقة المستوية المحصورة بين منحنيين. 

4 يستخدم التكامل المحدد فى حل مشكلات تتضمن إيجاد حجم سطح 
دورانى حول أحد محاور الإحداثيات. 


کاب اساسا اتاد التفاشل: والتكامل 


الال ا دا الدوال 


الدرس الثانی اف العظمی والصفری ( 
القیم القصوی ) 


الدرس الرابع: تطبیقات على القیم العظمی 
والصغری. 


ار اک 

4 7 ال الوا ات 
ال ۰۶۷۰ 

الدرس الرابع: جات فى المستوی, 





دالة متزايدة - دالة متناقصة - القيم 
العظمى والصغرى - القيم القصوى - 
نقطة حرجة - قيمة صغرى محلية - قيمة 
عظمى محلية - قيمة قصوى محلية - 
قيمة قصوى مطلقة - التحدب - تحدب 
لأعلى - تحدب لأسفل - نقطة انقلاب 


مشتقة عكسية - تكامل غير المحدد - 
تفاضلى - تكامل بالتعويض - تكامل 
بالتجزئ - قاعدة - دالة مثلثیة - تكامل 
محدد - النظرية الأساسية للتفاضل 
والتكامل - المساحات فى المستوى - 


حجوم الأجسام الدورانية 


۹٦‏ رای 


الذهتی - الاستنباط - حل المشکلات 
- التعلم التعاونی - مناقشة آبحاث 
علمية. 


وهذه الطرق لاتستخدم جمیعها فى 
درس واحد» ولکن بعضها يستخدم فی 


العرض المباشر - المنافشة - العصف 
الذهنی - الطريقة الاستنباطیة - حل 


دلیل العلم - الصف الثالث الثانوی 


تتمثل فى الاسئلة الشفهية والتحريرية 
الفردية والجماعية قبل وفی آثناء وبعد 
الدرس والانشطة المقترحة وسلم 
63 والتکالیف 
الجماعية والفردية وتدریبات عامة على 
...ىہ 
الوحدة . 


تتمثل فى الأسئلة الشفهية والتحريرية 
الفردية والجماعية قبل وأثناء وبعد 
ا والانشطة المقتر حة والتکلیفات 
الجماعية والفردية وتدریبات عامة على 
درس رادار اراک ی اه 
الوحدة. 





۱۳۹ 





تفاضل ونحامل 
أولا: اجب عن السؤال الآتى : 
را إختر الإجابة الصحيحة من بين الإجابات المعطاة 
-١‏ معادلة المماس لمنحنى الدالة د حيث د (س) = ه "م" عند النقطة ( حل » )١‏ هى: a‏ 
8 ۲ص -س +۱ ص د ۲ س +۲ 
© ص-۲س-۳ کے ار 
2 إذا كان ص = ٤‏ ن" + ٤‏ ۰ع = ۳ ن" - ۲ فان معدل تغیر ع بالنسبة إلى ص یساوی: اه 
® ۲ن ۲ 
ج + ٤‏ 
۳ أكبر قيمة للمقدار ۸ س -س" حيث س 3 ع هی 0 19 
٦ ۸ (i)‏ 
چا +م 3 


٣۲٢- ۵‏ و 
زج) . 
> ےا اس -۱ء س ساری: - 0 2> 
۵ -+ ط+ 
9 : ۸ 


1- حجم الجسم الناشی من دوران المنطقة المحدده بالمنحنی ص = ۱۷ مر +۱ والمستقیمات ص = ۰۰ س = 2 


صا 
9 





س ١١‏ پساوی ےم لب O E‏ 
Û)‏ 7 هقد 
دج 7۲ 


كاب الرياضيات اة د التفاضل والتكامل 





نماذج من أساليب التقويم 


۲ 
0 الله آرج:ا کے وس ¢ | ۹سر ھ وس 
03 
© او جد تاب او الم حةالك سے سے اس اران ل 
© آوجد تاس الزاوية الموجبة الى یصنعها مماس المنحنی صن" - س" مع الاتجاه الموجب لمحور السینات عند س 
= ۸ لأقرب دقيقة . 


۵[ عين فترات التحدب لاعلی وفترات التحدب لأسفل ونقط الانقلاب (إن وجدت) لمنحنی الدالة د حيث 
د(س) = (س - ۱)* + ۳ 


متوازی مستطیلات من المعدن قاعدته علي شکل مربع » فإذا تزاید طول ضلع القاعدة بمعدل ٤‏ ,۰/ ث وتناقص 
الارتفاع بمعدل ۵ , ٠‏ سم / ث » آوجد معدل تغير الحجم عندما یکون طول ضلع القاعدة "سم والارتفاع ۵سم. 


© الل حدد فترات التزاید وفترات التناقص للدالة د حیث د (س) س + ۲ حاس» <٠‏ س < 77۲ 
@ رسم مستطیل بحيث تقع رأسان متجاوران منه على المنحنی ص = س" - ۱۲ والرأسان الآخران على المنحنی ص - 
۲- س" احسب آکبر مساحة لهذا المستطیل. 
6 ار 
۳ اذا كان دحصث د - 4 + ب س ثقطة انقلات عند (۲ء ار جد کے اش | 4 نے د 
() اذا كان للدالة د حيث د(س) = س٣‏ + | س" + ب س نقطة إنقلاب عند (۰۲ ۲) فأوجد قيمتى الثابتين أ ب ثم إرسم 


الشكل العام لمنحنى الدالة. 


دلیل امعلم - الصف الثالث الثانوی ۱۳۱ 





تقییم أداء الطالب فی الرياضيات 


توجيهات لإنشاء وتطوير نظام تقييم موثوق به: 
ركاه رو سا ا رک چو 

تظهر بعض آدوات التقييم» منذ الوهلة الاولی مناسبة جذا 

للمعلم ولطلابه» وتظهر أدوات أخرى جودة وفعالية بعد 

أن تتاح للمعلم فرصة تجريبها وتحسينهاء وفى الوقت نفسه 

هناك آدوات غير صالحة لمستوی ما ولموقف تعلیمی معین. 
وهنا نضع بين آیدی زملائنا المعلمین بعض التوجیهات 

التی قد تکون مفيدة عند اختیار نماذج التقییم لبرنامح ما. 

استخدام نموذج التقييم الذى يحقق آهدافاک بحیت : 

تا یژمن مراجعة لطرق التعلیم التی استخدمتھاء ويعطيك 
الدلائل التی تستفید منها فى إعادة النظر وتعدیل محتوی 
وسرعة عملية التعليم. 

0 يؤمن للطالب تأکیدا لنجاحة فی مجال ماء بالاضافة إلى 
تحدید التحسین لمطلوب في مجالات آخری. 

0 تؤمن نظم التقييم المتعارف علیها نتائج واقعية ملموسة. 


اجعل من عملية التقييم خبرة إيجابية ٹلطلاب 

وذلك من خلال : 

0 استخدام أساليب منوعة للتقييم. 

لا توفير فرص للطلاب یعرضون فيها إمكاناتهم الرياضية في 
جو يسمح بالأداء الافضل. 


استطلاع رأى الطالب 


0 التركيز على ما يعرفه الطلاب ویتقنونه» لا على ما لا 
يعرفونه أو يتقنونه. 

۵ حفز الطلاب على التحصيل بوضعهم آمام مهام تعكس 
قيمة جهودهم. 

استخدام تقييم الأداء في التركيز على مهارات 

اللفکیر اثعلیاء وذلك من خلا ل : 

0۵ التركيز على تقييم الأداء الذى يصور الطالب مفكرًا ناقدا 
وحالا للمسائل. 

لا تحديد كيفية تعامل الطالب مع الرياضيات» لا كيفية حل 
المسائل فقط. 


قدم الأنشطة التقويمية التی تشبه المهام 

اليومية» وذتك من خلا ل : 
استخدام الأنشطة التقويمية التى تشبه المهام الیومیق 

وذلك من خلال: 

0 استخدام أنشطة متشابهة للأنشطة التدريسية فی عمل 
التقب 

0 استخدام الانشطة التقويمية في تأكيد التعلیم. 

0 تقدیم التغذية الراجعة التفصيلية الفورية التی يحتاج الیها 
الطلاب لتأكيد عملیات التعلم. 


أشرك کل طالب في عملیات التقييم. وذلك من خلا ل: 


0 تشجيع الطلاب على المشاركة في تحقيق الأهداف. 


لكل عبارة من العبارات التالية ضع علامة ( ۷) آسفل الخانة التى تصف إحساسك. 


أتقدم بشكل ملحوظ فى مادة الرياضيات. 
احتاج إلى المساعدة فى حل كثير من المسائل. 


أصاب بالإحباط بسهولة من دراسة الرياضيات 


لدی دفتر منظم لمادة الرياضيات 





اتن أن الرياضيات تد سل 


صف مشروعًا تفضّل أن يعمل به الفصل. 


ما نوع الرياضيات المفضلة لديك؟ ولماذا؟ 


۱۳ كتاب الرياضيات البحتة - التفاضل والتكامل 


نماذج من أساليب التقويم 


تقییم ذاتى لعمل الفريق: 
آسماء الفريق: 3*5« 

اقرا جيدًا كل عبارة من العبارات التالية» ثم أعط التقدير (4) لمجموعتك إذا كنت توافق على العبارة» والتقدير (۳) إذا كنت 
توافق إلى حدٌ ماء والتقدير (۲) إذا كنت لا توافق إلى حذ ماء والتقدیر (۱) إذا كنت لا توفق» واستخدم (غ م) وتعنى غير ملائم إذا 
كانت العبارة لا تنطبق على هذا الموقف. حوط استجابة واحدة لكل وصف لمجموعتك. 
موافق موافق إلى غير موافق غير موافق غير ملائم 


العبارات حدما إلى حدما 

اعضاء المجمو عة ےہ 

أنجزوا المهام المكلفين بها. ٤‏ ۳ ۲ ۱ غم 
فهموا جيدًا الغرض من المهمة ۱ ١‏ ۱ 2 
ہیں ی مت ور رن ٤‏ ۳ ۲ ۱ 74 
نل ا لے احظ للوق الانکار المشوفة, ١ ۲ ۳ ٤‏ عَم 
تعاونوا في تجهیز العمل الذى تم تجميعة. 1 ۳ ۲ ۱ 33 
استقوا تكليفاتهم من اليوم السابق. ١ ۲ 01 ٤‏ غم 
عرضوا آفکارهم على المجموعة. ۳ ۲ ۱ حم 
من خلال العمل مع فريق» ت تعلمت یسب OEE‏ سیسسہ ی 


سجل عمل الفریق 
أسماء الفريق: 

لكل فريق عمل سجّل التاريخ» والمهمة التى كلفوا بهاء وأرقام الصفحات. ثم صف عمل أعضاء الفريق معًا للوصول إلى حل 
جماعى للمهمة التى كلفوا بها . اذكر أى طرق أو أساليب وجدتها مفيدة لإنجاز المهمة. 





التقييم الذاتى للطالب 
المهمة: 
اک اقب جح 
مال الذی حاولت تعلنه؟ كيف بدآت عملك؟ ‏ مال الادوات التی کنت في حاجة |لیها؟ ‏ ما الذی تعلمته؟ 
ضع علامة (۷) آمام العبارات التی تصف طريقة عملك. 
حططت قبل البدء في العمل. کے تاذو على ٍجراء هذا العمل. 


دلیل العلم - الصف الثالث الثانوی ۱۳۲ 





خبرائى فی الرياضيات 

الرياضيات التی آفضلها: الأهداف التى أريد تحقيقها فی مجال دراسة الرياضيات: 
مهارات الرياضيات التى أتقنتها وأستطيع استخدامها: مهارات الرياضيات التى أحتاج إلى مزيد من التمرين عليها: 
المكافآت التى حصلت عليها في الرياضيات: 


تقییم الأداء في حل المسائل 
ضع علامة (⁄) أسفل العمود المناسب والذى يصف بدقة عمل الطالب: 


جات 
افهم 


يقرأ المسألة بعناية. اه 






یدرس أى جدول أو أي رسم بيانى. Swissotel eevee eê‏ 


یستطیع أن يصوغ المسألة من جديد وبطريقته وعباراته الخاصة. ا سی نتم سر و0000 
يستطيع فهم وإدراك المعلومات المعطاة. و وروی تامام ووه سي لاقام ومو مور میمت قوسو مه 


يستطيع فهم وادراك السوال الذى يجب الإجابة عنه. موم جو یم ل ل ل می 
خطط 


يختار الخطة الانسب لحل المسألة. 7[ 
يقدو ا جا 1 ااا ی N‏ 
حل 


يعمل وفق منهجية معينة. هه سی سیت تفہ وشوو 
يعرض الحل بطریقة منظمة ومنطقية. مس مسس۔ اه 


يحسب بطريقة صحيحة. فامة ففه دسف قة لوقام مفو سسقة ‏ موه ههه وو همهم وه 


يعطى الإجابة بجملة كافلة صحيحة» مراعيًا الوحدات. 000087 0 ا 00 ا اا سای 


و4 +4 مه 


بےحقمی 


یتحقق من معقولیة الإجابة. مٌ ‏ ہ ااا مم فم یہی مم جٌٗہفٗمشھس ہت 


يجرب طرقًا أخرى لحل المسألة. سس ل مس 
اتجاه 
یظهر استعدادًا لمحاولة حل المسألة. 9 0 2-3 


يظهر ثقة بالنفس. ا ا سس 
محاولات خاطئة لحل المسألة. ا 99| 


كاب الرياضيات اة د التفاضل والتكامل 
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۱۳۹ 


+ اد 
ع 


++ إذا كان ممتارًا 
إذا كان جیدا 


۱ 
1 
1 
نے 
7 

25 


ل 
1 
1 
5 
1 





>| حا 9۳| © هم | را ~~ ۶ | < >| جو فى ]| وا ےہ 
وا ہروا تلو ما وا را ے)إ م کا ١‏ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ 
۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ 


Ill lll lll‏ یس 
یں ھا 
89ء ٦۱ز‏ 3و۰ 


٠ التاریخ:‎ 


۱ همه مه 
مه مه 


۱ 


چھ 


+ حل المسائل 


نماذج من أساليب التقويم 





اله 


مه مه 





۱ 
التاريخ: 0 


ee 





+ إذ 
ع 


: الملاحظة 
++ إذا کان ممتازا 
إذا كان جیدا 


- بحاجة إلى التطوير 


لے لے کےا کےا سےا سےا ےا سےا سے سے سے س | | | | | 
۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ 





3 

۱۳ 
5 
2 
Ê‏ 
0 
3 
3 
رک 
0 
ىك 
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۱۳۷ 


3 3 ها ها ها ها یا صا ےرا نا ا ‏ || | | | |[ ] | ]|| |٢‏ | ۱ ۱ 
۱ ۱ 


۲ 
۵ 
٦ 
۷ 
۸ 


- بحاجة إلى التطویر 


سل 


إذا كان جیدا. 





++ إذا كان ممتارًا 


التاريخ: 0 


۱ مه مه 
مه مه 


۱ 


تمر: التعلم التعاونى 


نماذج من أساليب التقويم 








التقيم الفردى من خلال الملا حظه 





الفهم 


یظهر معر فة بالمهارات. emê‏ 
يدرك المفاهيم. eases‏ 


یختار الخطة المناسبة للحل. ۱ 


يحل المسائل بدقة. سس 


عادات العمل 


يعمل بطريقة منظمة. 09909 


يعمل بنظافة. لے 
يقدم العمل في الوقت المحدد. 00 


يعمل مع الآخرين بتناغم. ا 
يستخدم الوقت بفاعلية وإنتاجية. 0 


يطلب الساعل: عة الاج 0 
الثقة بالنفس 0 
عاذو بتوجيه الأسئلة. 0 


إيجابى التوجيه والسلوك. عو واو eae‏ 


يساعد الآخرين. ا 


الَْرونة 


یجرب طرفا آخری. 201751 
یحترم ویستخدم آفکار الآخرین. مس مس سس 
یستخدم الرياضيات الذهنية والتقدير. کی می ہت 


يستخدم الآلات الحاسبة والتقنيات الأخرى. 00 


المثابرة 


يظهر صبرًا ومثابرة. o‏ 
ای ال را ۱۳ 
يظهر استعدادًا للمحاولة والتجربة. 5ك 
يتأكد من صحة عمله دون أن يطلب منه. اه 


كاب الرياضيات اة د التفاضل والتكامل 
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۱۳۹ 


۱ ۱ ۱ 


۲ 
۵ 
٦ 
۷ 
۸ 


ےا <| +« 9 ا هه | ]| ح| م 
سج ع3 کے ا سے ا کے ا سے | ._- 0| ا کے ا یم 
۱ ۱ 


- بحاجة إلى التطویر 


سل 


إذا كان جیدا. 





++ إذا كان ممتارًا 


التاريخ: 0 


اله 


مه مه 


العام للطالب : 


نماذج من آسالیب التقویم 








قائمة المراجعة /عرض المشروع 


کتابة» کما آنه من الممکن آن يستخدم لمناقشة طرق ناجحة لتقديم أى مادةء ومن المفيد أن يقدم للطلاب 
لإرشادهم فی التخطرط لأى مشروع فن الرياضيات أو التجارب العلمی آو وت الببانات لعمل الحداول 
والرسوم البيانية» أو عروض حاسوبية» أو مسرحيات هزلية قصيرة» أو أى مشروع بحثى سواء أ کان شفهیا ام 


الطالب/ الطللاب: سس E‏ 
المشروع: سس سسسس اجس سشت سس سس سس س سم سس دج مس یىی و سس 


المشروع 
يعرض مفهومًا رياضيًا بشكل جید. 


يتواصل مع الأفكار الرياضية بوضوح. 


۱ قدر كل بند ب: 
اذا کان ممتاژّا 


إذا كان جيدًا. 
یربط مع مواد أخرى. 


يظهر الوقت الذى انقضى عليه تخطيطًا وتحضيرًا. 
هو أصيل و/ أو مبدع. 

هو انضی الحياة ونظیت: 

يثير المزید من الاستقصاءات حول الموضوع. 
پذکر المواد المستخدمة. 


TT 
بحاجة إلى التطوير‎ - 





التقويم الشفهى 
يظهر معرفة للمفهوم الرياضى 
منظم: يتضمن مقدمة ومضمونًا وخاتمة. 
يستخدم الوسائل السمعية/ البصرية عند الحاجة وفى الوقت المناسب. 
يتكلم بوضوح ويضبط التقويم بما يناسب من سرعات. 
يجيب عن الأسئلة ويثير مزيدًا من الاهتمام بالموضوع. 
يظهر ميلا وتوجهًا إيجابيين لحل المسائل. 
يذكر البر اد الس مت 


+۱۶ كفان الریاضیات النحة د التفاضل والگامنل 


